
 点集拓扑学
 @图灵的猫

 第一章 朴素集合论

 1.1 集合的基本概念

 验证两集合相等

 集族、幂集

 集合本身不能是这个集合的一个元素

 1.2 集合的基本运算
 De Morgan 律

 补集

 1.3 关系

 定义域、值域

 定理 1.3.1

 定理 1.3.2

 1.4 等价关系  等价类、商集

 1.5 映射

 定义  可以没有原象，也可以有多个原象

 定理 1.5.1

 定理 1.5.2

 可逆映射
 单射

 满射

 限制、扩张

 投射  自然投射

 1.6 有标集族及其并和交

 有标集族定义  指标集

 运算性质
 分配律

 De Morgan 律

 子集族

 关系和映射与集族运算之间的关联

 1.7 可数集，不可数集，基数

 可数集

 有限集皆是可数集

 可数集的性质：定理 1.7.1--定理 1.7.6

 定理 1.7.6推论：存在不可数集

 基数

 基数 C 记为 card X

 基数是一个集合

 Cantor-Bernstein定理

 第二章 拓扑空间与连续映射

 2.1 度量空间与连续映射

 度量、度量空间
 定义

 离散的度量空间

 球形邻域
 定义（通过度量定义）

 性质（3条）

 开集
 定义（通过球形邻域定义）

 性质（3条）

 邻域
 定义（通过开集定义）

 充要条件（直接建立球形邻域与领域的连系）

 度量空间映射在点x。处连续

 定义（通过球形邻域定义）

 度量空间连续映射  定义（通过点连续定义）

 定理 2.1.4  把度量空间和度量空间之间的连续映射的概念推
 广为拓扑空间的连续映射的出发点

 2.2 拓扑空间与连续映射

 拓扑、拓扑空间

 定义

 平庸空间

 离散空间

 可度量化空间

 开集（通过拓扑自然给出的定义）

 拓扑空间连续映射

 定义（通过开集定义）

 同胚
 定义

 拓扑不变性质（拓扑学的中心任务）

 2.3 邻域与邻域系  邻域、邻域系

 定义（通过开集定义）

 开集的充要条件（由每一点的邻域给出）

 领域系的基本性质（4条）

 拓扑空间映射在点x。处连续

 定义（通过邻域定义）

 定理 2.3.5
 拓扑空间点连续与映射连续的关系

 注：度量空间是在点连续的基础上自然定义出映射连续；拓扑空
 间点连续与映射连续的定义没有直接联系

 2.4 导集，闭集，闭包

 凝聚点、导集、孤立点

 定义

 离散空间的导集  离散空间的任意子集的导集是空集

 平庸空间的导集  分3种情形讨论

 定理 2.4.1  导集的相关性质（4条）

 闭集

 定义（通过导集定义）

 离散空间的闭集  任何一个子集都是闭集

 平庸空间的闭集  任何一个非空的真子集都不是闭集

 定理 2.4.2  闭集的充要条件（由开集给出）

 定理 2.4.3  闭集的相关性质（4条）

 Cantor 三分集是实数空间R的一个闭集

 闭包

 定义（通过导集定义）

 定理 2.4.5  闭包的相关性质（4条）

 定理 2.4.6  闭集的充要条件（由闭包给出）

 定理 2.4.7  一个集合的闭包乃是包含着这个集合的最小闭集

 闭包运算  Kuratovski闭包公理

 定理 2.4.9  度量空间中定义导集、闭包

 定理 2.4.10  拓扑空间连续映射的充要条件（由闭集、闭包给出）

 2.5 内部，边界

 内部

 定义（通过邻域和开集定义）

 定理 2.5.1  内部与闭包的对偶关系

 定理 2.5.2  开集的充要条件（由内部给出）

 定理 2.5.3  内部的相关性质（4条）

 定理 2.5.4  一个集合的内部乃是包含于这个集合的最大的开集

 内部运算（类比闭包运算）

 边界
 定义

 定理 2.5.6  闭包、内部、边界之间的关系

 习题 2.5.6  拓扑空间连续映射的充要条件（由内部给出）

 2.6 基与子基

 基

 定义（通过开集的任意并运算定义）

 定理 2.6.2  基的充要条件（通过拓扑空间每一点的领域给出）

 定理 2.6.3  拓扑的基满足的条件（两条）

 子基
 定义（通过开集的有限交运算定义）

 定理 2.6.4

 定理 2.6.5  拓扑空间映射连续性充要条件（通过基与子基验证）

 邻域基  定义（类比基的充要条件定理 2.6.2定义）

 邻域子基  定义（类比子基定义）

 定理 2.6.6  拓扑空间映射在某一点连续的性充要条件（通过邻域基与邻域子基验证）

 定理 2.6.7  基与邻域基，子基与邻域子基的关联

 第三章 子空间，积空间，商空间

 3.1 子空间

 度量子空间
 定义

 定理 3.1.1  子空间开集的充要条件

 限制
 定义

 引理 3.1.2

 拓扑子空间

 定义（通过限制定义）

 定理 3.1.5  拓扑空间与其子空间关于集族的关系

 开集族

 闭集族

 邻域系

 定理 3.1.6  拓扑空间与其子空间关于子基的关系
 导集

 闭包

 定理 3.1.7  拓扑空间与其子空间关于基与子基的关系

 嵌入

 3.2 积空间（有限情形）  开映射（闭映射）

 第四章 连通性

 4.1 连通空间

 隔离子集

 定义

 两个等价说法

 平庸空间 平庸空间任何两个非空子集都不是隔离的

 离散空间 离散空间中任何两个无交的子集都是隔离的

 定理 4.1.3 A和B是子空间Y的隔离子集的充要条件

 不连通空间
 定义（通过隔离子集定义）

 定理 4.1.1 不连通空间的3款等价条件

 连通空间
 定义（通过不连通空间定义）

 定理 4.1.2 实数空间R是一个连通空间

 连通子集
 定义

 连通子集的性质 定理 4.1.4--定理 4.1.7

 连续映射下保持不变的性质 定理 4.1.8 连通性是一个在连续映射下保持不变的性质

 4.3连通分支

 点x和y连通
 定义

 拓扑空间中点的连通关系是一个等价关系

 连通分支 定义（通过等价类定义）

 定理 4.3.1
 连通分支的性质

 拓扑空间的每一个连通分支都是X的一个最大连通子集

 4.5道路连通空间

 道路

 定义 从[0,1]->X的每一个连续映射f

 起点、终点

 回路

 基点

 曲线或弧

 道路连通空间

 定义（通过道路定义）

 定理 4.5.1 道路连通空间必然是一个连通空间

 定理 4.5.2 道路连通性是一个在连续映射下保持不变的性质

 道路连通子集

 定理 4.5.4（粘结引理）

 点x和y道路连通
 定义

 拓扑空间中道路连通关系是一个等价关系

 道路连通分支
 定义（通过等价类定义）

 定理 4.5.4 n维欧氏空间的任何一个连通的开集都是道路连通的

 第五章 有关可数性的公理

 5.1 第一与第二可数性公理

 A2空间
 定义（通过可数基定义）

 定理 5.1.1 实数空间R满足第二可数性公理

 A1空间

 定义（通过可数邻域基定义）

 定理 5.1.2 每一个度量空间都满足第一可数性公理

 定理 5.1.3 每一个满足第二可数性公理的空间都满足第一可数性公理

 定理 5.1.4
 满的连续开映射下第一、第二可数性公理的情况

 满足第一、第二可数性公理的性质都是拓扑不变性

 可遗传性质

 拓扑空间的某种性质称为可遗传性质，如果一个拓扑空间具有这个性
 质，那么它的任何一个子空间也都具有这个性质

 对于开子空间（闭子空间）可遗传的性质

 定理 5.1.5 满足第一、第二可数性公理的性质都是可遗传性质

 5.2 可分空间

 稠密子集
 定义

 定理 5.2.1 两个连续映射f，g在稠密子集上的限制相等，则f=g

 可分空间

 定义（通过可数稠密子集定义）

 定理 5.2.2
 每一个满足第二可数性公理的空间都是可分空间

 推论 5.2.3 ：满足第二可数性公理的空间的每一个子空间都是可分空间

 定理 5.2.4
 每一个可分的度量空间都满足第二可数性公理

 推论 5.2.5 ：可分度量空间的每一个子空间都是可分空间

 离散空间 包含着不可数个点的离散空间一定不是可分的

 5.3 Lindelof 空间

 覆盖

 可数覆盖、有限覆盖

 子覆盖

 开（闭）覆盖

 Heine-Borel定理 实数空间R的子集A是一个有界闭集当且仅当A的每一个
 开覆盖都有有限子覆盖

 Lindelof 空间

 定义（通过每一个开覆盖都有可数子覆盖定义）

 离散空间 包含着不可数个点的离散空间不是一个Lindelof 空间

 定理 5.3.1 （Lindelof 定理）
 任何一个满足第二可数性公理的空间都是Lindelof 空间

 推论 5.3.2 ：满足第二可数性公理的空间的每一个子空间都是Lindelof 空间

 定理 5.3.3 每一个Lindelof 度量空间都满足第二可数性公理

 定理 5.3.4 Lindelof 空间的每一个闭子空间都是Lindelof 空间

 定理 5.3.5 设Lindelof 空间的任何一个子空间都是Lindelof 空间.如果A是X的一个不可数
 子集，则A中必定包含A的某一个凝聚点

 有关可数性的几个公理之间的关系

 第六章 分离性公理

 6.1 T0空间、T1空间、Hausdorff空间

 T0空间

 定义（拓扑X中的任意两个不相同的点中必有一个点有一个开邻域不包含另一个点）

 定理 6.1.1
 T0空间充要条件

 定理 6.1.1 T0空间充要条件

 T1空间

 定义（拓扑X中的任意两个不相同的点中每一个点都有一个开邻域不包含另一个点）

 定理 6.1.2 T1空间充要条件

 定理 6.1.3 T1空间中凝聚点充要条件

 Hausdorff空间（T2空间）
 定义（拓扑X中的任意两个不相同的点各自有一个开邻域使得这两个开邻域互不相交）

 定理 6.1.5 T2空间中的任何一个收敛序列只有一个极限点

 6.2 正则空间、正规空间、T3空间、T4空间

 集合的开（闭）邻域 定义（通过集合的内部定义）

 正则空间

 定义（拓扑X中的任何一个点和任何一个不包含这个点的闭集都各有
 一个开邻域，它们互不相交）

 定理 6.2.1 正则空间充要条件

 正规空间

 定义（拓扑X中的任何两个互不相交的闭集各有一个开邻域并且这两
 个邻域互不相交）

 定理 6.2.2 正规空间充要条件

 T3空间 定义（正则的T1空间）

 T4空间
 定义（正规的T1空间）

 定理 6.2.3 每一个度量空间都是T4空间

 6.4 完全正则空间、Tychonoff空间 完全正则空间

 定义（连续映射f：X-->[0,1]）

 T3.5空间 完全正则的T1空间称为Tychonoff空间，或T3.5空间

 定理 6.4.1 每一个完全正则空间都是正则空间

 定理 6.4.2 每一个正则且正规的空间都是完全正则空间

 6.5 分离性公理与子空间、积空间和商空间

 定理 6.5.1 完全正则具有拓扑不变性

 T0，T1，T2，T3，T3.5，完全正则以及正则都是可遗传性质

 习题 6.5.1 正规和T4对于闭子空间是可遗传的性质

 定理 6.5.2 正则空间的每一个子空间都是正则空间

 第七章 紧致性

 7.1 紧致空间

 紧致空间 定义（如果拓扑X的每一个开覆盖都有一个有限子覆盖，
 则称拓扑空间X是一个紧致空间）

 紧致子集

 定义（Y是拓扑X的一个子集.如果Y作为X的子空间是一个紧致空间，
 则称Y是拓扑空间X的一个紧致空间）

 定理 7.1.1 紧致子集的充要条件

 具有有限交性质的集族
 定义（集族A的每一个有限子族都有非空的交，则称集族A是一个具有有限交性质的集族）

 定理 7.1.2 设X是一个拓扑空间，则X是一个紧致空间当且仅当X中的每一个具有
 有限交性质的闭集族都有非空的交（紧致空间的充要条件）

 定理 7.1.3 设B是拓扑空间X的一个基，并且X的由B中的元素构成的每一个覆盖
 有一个有限子覆盖，则X是一个紧致空间（紧致空间的充分条件）

 定理 7.1.4 紧致子集是一个在连续映射下保持不变的性质（可见拓扑空间的紧致性是由连续映射所
 保持的性质，因此是拓扑不变性质）

 定理 7.1.5 紧致空间中的每一个闭子集都是紧致子集（紧致性具有闭子集可遗传性）

 7.4 几种紧致性以及其间的关系

 可数紧致空间

 定义（设X是一个拓扑空间.如果X的每一个可数开覆盖都有有限子覆盖，则称拓扑
 空间X是一个可数紧致空间）

 定理 7.4.1 每一个紧致空间都是可数紧致空间

 定理 7.4.2 每一个Lindelof的可数紧致空间都是紧致空间

 列紧空间

 定义（设X是一个拓扑空间.如果X中的每一个无限子集都有凝聚点，则称拓扑空间X是一个列紧空间）

 定理 7.43 每一个可数紧致空间都是列紧空间

 定理 7.45 每一个列紧的T1空间都是可数紧致空间

 序列紧致空间
 定义（设X是一个拓扑空间.如果X中的每一个序列都有一个收敛的子序列，则称拓扑空间X是一个序列紧致空间）

 定理 7.46 每一个序列紧致空间都是可数紧致空间

 在5.3节中，我们用关于开覆盖和子覆盖的术语刻
 画了一类拓扑空间，即Lindelof空间.现在仿照这
 种做法，即将Lindelof空间定义中的“可数子覆盖

 ”换成“有限子覆盖”，以定义紧致空间.

 n维欧式空间的子空间

 度
 量
 空
 间

 满足第
 一可数
 性公理
 的空间

 满足第
 二可数
 性公理
 的空间

 可分空间

 Lindelof 空间

 有关可数性的几个公理之间的关系

 关于集合的预备知识，为打开点集拓扑学蓄力.

 首先将连续函数的定义域和值域的主要特征抽象出来用于定义度量空间，将连
 续函数的主要特征抽象出来用以定义度量空间之间的连续映射.然后将两者再度
 抽象，给出拓扑空间和拓扑空间之间的连续映射.随后再逐步提出拓扑空间中的

 一些基本问题，如邻域、闭包、内部、边界、基和子基、序列等.

 通过已知的拓扑空间构造新的拓扑空间的三种惯用方法. 回归拓扑学的中心任务：讨论拓扑空间的几种拓
 扑不变性质，包括连续性、局部连通性和道路连

 通性，并且涉及某些简单应用.

 基和邻域基对于确定拓扑空间的拓扑和验证映射连续性都有着重要
 的意义，它们“个数”越少，讨论起来越是方便.因此，我们试图对拓
 扑空间的基或邻域基的基数加以限制，但又希望加了限制的拓扑空
 间仍能够包容绝大多数常见的拓扑空间，如欧氏空间、度量空间等.

 本章讨论表面，将基或邻域基的基数限定为可数是恰当的.

 本章我们回到第二章中提出来的什么样的拓扑空
 间的拓扑可以由它的某一个度量诱导出来这一问
 题.回答这个问题势必要求我们对度量空间的拓扑
 性质有充分的了.本章所提到的诸分离性公理，实
 际上是模仿度量空间的拓扑性质逐步建立起来的.

 度量

 度量

 可分或Lindelof


