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第 三 版 序

从本书第二版发行以来 ,经历了 21 年。在此期间 , 印行了 27

次 ,印数累计达到 27 万余册。作为一本数论教科书 , 能够得到如

此广泛的使用 ,作为作者之一 , 深深感谢广大老师和读者对本书的

关爱和支持 ;同时也深深意识到作为本书作者的责任 , 如何让它能

更好地为社会服务。

20 世纪是数学的黄金时代 , 在数论中最值得向广大读者介绍

的是世纪后期的两件大事 : 费马大定理获得证明和公开密钥体制

的建立。

可能费马也未必能想到 , 它在书边写下的一个结论和他关于

这个结论的附注“我对此命题有一个十分美妙的证明 , 这里的空白

太小 ,写不下”竟成了一个困扰了人类智者 358 年的谜团———费马

大定理 ,真正是“引无数英雄竞折腰”的难题。三百多年以来 , 人们

百折不回 ,此路不通又另辟蹊径。终于在世纪末的 1994 年才由安

德鲁·怀尔斯 ( Andrew Wiles)最后完成证明。费马大定理的证明 ,

既是数学界的盛事 ,更是人类智慧的象征 , 是一件具有伟大意义的

事件。它的证明过程提供了很多的重要启示。说明一个好的数学

难题应该能够对数学———甚至是科学———的发展起推动作用。就

像为研究欧几里得第五公设的独立性而发现非欧几何 , 为研究超

过四次的代数方程的根式解而产生伽罗华理论、建立群论一样 , 费

马大定理的证明的前期是发现理想子环———抽象代数的支柱之一

的原动力 ;在 20 世纪末有力地促进了数论与代数几何结合而形成

算术代数几何 ,证明了志村 - 谷山 - 韦依猜想 ( TSW 猜想 )而提供

了朗兰兹纲领 ( Langlands programme) 成立的一个重要例证。说明

数学是统一的 ,既要搞清楚各个分支以至各个具体问题的结构 , 同
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时要搞清楚各个分支之间的本质联系。说明数学甚至科学的重大

成就常常是一种艰巨的接力运动 ,后人的伟大是“站在巨人的肩膀

上”。说明人类的智慧是无限的 , 产生于艰苦的努力之中。这是我

想在这本小书中和读者交流、讨论的认识之一 , 为此在这一版中增

加了费马大定理证明过程的介绍。

数论 ,作为课程内容常常被认为是介绍一些基础知识 , 作为研

究内容是一大批纯数学的难题 , 经常被认为与实际应用没有多大

关系的学科。有些学者就是由于这个原因而在某个时期转而从事

其他分支的教学与研究。但是出乎人们的预料 , 在 20 世纪后期 ,

随着计算机技术和信息科学的发展 ,人类进入了信息时代 , 科学和

技术进入了新的时代 , 提出了信息安全这样的重大问题。在这种

背景下 ,数论在实际应用的前沿做出了重大的贡献 , 为解决信息安

全问题提供了一种核心技术———公开密钥。这一事实再一次 ( 因

为这种情况不止一次地出现 )告诉人们 , 对于基础科学的作用应该

有一个正确的认识 ,它不但在基础方面对科学、技术乃至思维方面

起着奠基的作用 ,而且在技术的发展方面有时能做出突破性贡献。

同时也启示我们 ,学习一门学科虽然不能都要求全面掌握 , 但是应

该对它有全面的了解 ,做到胸有成竹、能够抓住时机。这一事件对

于从事数论学习、研究的人们也是一个巨大的鼓舞。为此我在这

一版中介绍了公开密钥的原理、基本方法和资料。

另外 ,本书的目的是向读者介绍数论本身的基础知识 , 并增加

了一些大纲以外的材料 , 这些外加材料都独立成节或在习题中出

现 ,特别用星号 * 加以标志。但是读者如果能进一步理解它与数

学的其他分支的联系不但能更好地掌握和运用数论的基础知识 ,

而且对于理解其他分支乃至数学都是有益的。以往我们在这方面

作过一些努力 ,如介绍数论函数、三角和的基本概念 , 这次趁再版

的机会 ,在有关章节建议读者与抽象代数联系并加以考察。

我希望对本书的补充和修改能够保持原书的意图 , 因为那是

闵嗣鹤老师和我共同的意愿。

Ⅱ



再一次感谢所有关心、支持此书的教师和读者 , 感谢高等教育

出版社积极推动此书的再版。由于时间和水平所限 , 不妥和错误

之处在所难免 ,希望老师们和读者继续关心和支持 , 随时指正 , 不

胜感激。

严士健

2003 年春节于北京师范大学
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写在再版前面

作为《初等数论》的作者之一 , 能看到这本书由于社会需要而

再版 ,非常高兴 , 但是本书的主要构造者 ,我尊敬的老师闵嗣鹤先

生却没有机会看到这次再版 ,不能对本书亲自作一次中肯的修改 ,

这对我及读者都不能不是一件憾事。

由于本书是闵先生和我合作的结果 , 而且对当前教学还基本

合用 ,所以这次修订再版 , 我只改正了书中的一些错误。原来书中

提到的一些有关的数论研究课题的发展情况 , 目的是扩大青年同

学的眼界 ,也介绍一些 ( 远不全面 )我国学者的成就。本书出版后 ,

我国学者继续在一些数论问题上取得进展 , 有关原始文献容易得

到。因此我也只在有关地方改动一下提法以尽量减少变动。

根据我自己以及一些老师的教学实践 ,数学系 ( 特别是师范院

校 )的本科生在可能情况下学习数论的一些基础内容是有益的。

一方面通过这些内容加深对数的性质的了解 , 更深入地理解某些

其他邻近学科 ;另一方面 , 也许更重要的是可以加强他们的数学训

练 ,这些训练在很多方面都是有益的。但本书作为每周四学时一

学期的课程的教材 ,内容可能稍多一点。如果真是这样 , 我认为根

据上述要求 ,第五、七章的后几节及第六章可以全部不讲或者只介

绍一些基本概念。

历史上遗留下来没有解决的大多数数论难题有一个共同的特

点 :问题本身很容易弄懂 ,容易引起人们的兴趣 , 要想推进却非常

之难。从数论的迄今发展历史来看 , 数论难题的解决或实质性进

展 ,都用到一些深刻的数学概念、方法和技巧。所以凡是有志于这

些问题的青年都应该扎扎实实地学习近代数论的一些方法和技

巧 ,并且十分注意推证和估计能力的训练。这样才有可能在这些
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难题上作些贡献 ,否则会劳而无功。另外有意义的数学研究课题

(包括现代数学发展中提出的一些数论问题 ) 还是很多的 ,祖国“四

化”事业需要各方面的人才 , 有志于数学研究的青年不一定都去攻

这些经典的数论难题。当然无论进行哪个方向的研究 , 坚实的理

论基础和良好的解决问题的能力都是绝对需要的。

本书出版以来 ,很多同志热心地指出其中一些错误并提出一

些宝贵意见。这次再版之前 , 承蒙闵先生的夫人朱敬一先生及其

长子闵乐泉同志仔细阅读全书 , 提出很多宝贵意见。潘承彪同志

详细地审阅了全书 ,提出了很多中肯的修改意见。这一切都对提

高书的质量有极大的帮助。借此机会致以深深的谢意 , 并热诚欢

迎大家给本书提出批评指正。

严士健

1982 年 1 月于北京师范大学
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第 一 版 序

在师范大学与师范学院的数学系都有整数论这一门课 , 它的

试行教学大纲也由教育部在 1955 年制订并颁布执行了。但是由

于没有一本适当的教本或参考书 ,担任这一课程的教师在选择教

材与指定参考书方面都一直感到一定的困难。我和严士健同志先

后在师范大学讲授整数论这一门课。最初 ,大纲还未制订 , 我只好

采用 И.М.Виноградов著的 ( 裘光明同志翻译 ) 数论基础为主要

参考书 ,同时根据苏联的教学大纲 , 作了必要的补充。由于没有适

当的教本 ,我曾计划编写讲义 , 但受时间的限制 , 那时只写了一些

补充材料 ,而大部还是依照数论基础这本书来讲授。严士健同志

在接着担任这门课程的期间加以整理写成一本完整的讲义。最后

经过教育部的督促由我们依照师范学院整数论试行教学大纲 , 再

加以修改补充合写成这本书。

作为一个好的教本 , 我以为要具有三个条件。第一是教材要

选择得恰当 , 安排得自然。第二是说理要严格而清楚 , 深入而浅

出 ,也就是逻辑性与直观性都要强。第三是要引人入胜 , 使人有

“欲穷千里目 , 更上一层楼”之感 , 换句话说 , 问题的来源与发展都

要交代清楚 ,使读者能从少许见多许 , 增加他们目前学习与今后钻

研的兴趣。如果执此以绳眼前的这本书 ,我想会发现很多缺点的。

不过 ,严士健同志和我自己 , 结合几年来的教学经验 , 在写作中还

是朝着这个方向而努力的。虽然我们做得很不够 , 也希望采用这

本书的教师能结合自己的经验与特长 ,随时弥补。

这本书虽然主要是依照师范学院的整数论教学大纲而写成

的 ,但同时也照顾到综合大学数论这一课程的需要 , 增加了一些大

纲以外的材料。这些外加的材料都独立成节 , 特别用星号 * 加以
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标志。在写作中 ,我们还参考了华罗庚先生的数论导引 , 特在此致

谢。本书对于我国古代与当今数学家在数论方面的成就以及前苏

联和其他国家的数学家的贡献也尽可能作了一定程度的介绍 , 不

够全面之处 ,还希望读者原谅。最后 , 希望读者 , 尤其是全国各师

范学院采用这本书的老师们能对本书多提意见 , 以便将来能够根

据这些意见把它修改成更合乎理想 ,更合乎教学需要的一本书。

闵嗣鹤

1956 年 10 月于北京大学
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第一章  整数的可除性

整除是数论中的基本概念 ,本章从这个概念出发 , 引进带余数

除法及辗转相除法 ,然后利用这两个工具 , 建立最大公因数与最小

公倍数的理论 ,进一步证明极具重要性的算术基本定理 .这一切都

是整个课程中最基本的部分 , 以后时常要用到 .同时 , 它们也是整

个数学的基础知识 ,大部分都是读者在小学甚至在幼儿园时就开

始学习的 .由于当时考虑到儿童的理解力 , 着重点是具体数字的计

算和运用 .因此对绝大多数读者来说 , 可能计算技能是熟练的 , 对

计算方法和概念未必能从一般的角度来掌握 , 从而对它们的本质

未必理解 .因此在大学甚至高中阶段 , 重新学习和体会是大有裨益

的 .此外 , 本章还要介绍 [ x ] , { x} 这两个极有用的记号 , 并利用

[ x ] 来说明如何把 n ! 表示成质数幂的乘积 .

§1  整除的概念·带余数除法

我们知道两个整数的和、差、积仍然是整数 , 但是用一不等于

零的整数去除另一个整数所得的商却不一定是整数 , 因此我们引

进整除的概念 :

定义  设 a, b 是任意两个整数 , 其中 b≠0 , 如果存在一个整

数 q 使得等式

a = bq ( 1)

成立 ,我们就说 b 整除 a 或 a 被 b 整除 , 记作 b | a, 此时我们把 b

叫作 a 的因数 ,把 a 叫作 b 的倍数 .

如果 (1 ) 里的整数 q 不存在 , 我们就说 b 不能整除 a 或 a 不

被 b 整除 ,记作 b8 a .

·1·



整除这个概念虽然简单 ,但却是数论中的基本概念 , 我们很容

易从定义出发 ,证明下面那些关于可除性的基本定理 .

定理 1(传递性 )  若 a 是 b 的倍数 , b 是 c 的倍数 , 则 a 是 c

的倍数 ,也就是①

b | a , c | b� c | a .

证  b | a , c | b 就是说存在两个整数 a1 , b1 使得

a = a1 b, b = b1 c

成立 ,因此

a = ( a1 b1 ) c ,

但 a1 b1 是一个整数 , 故 c | a . 证完

定理 2  若 a , b 都是 m 的倍数 , 则 a± b 也是 m 的倍数 .

证  a , b 是 m 的倍数的意义就是存在两个整数 a1 , b1 ,使得

a = a1 m , b = b1 m .

因此

a± b = ( a1 ± b1 ) m ,

但 a1 ± b1 是整数 , 故 a± b 是 m 的倍数 . 证完

用同样的方法 ,可以证明

定理 3  若 a1 , a2 , ⋯ , an 都是 m 的倍数 , q1 , q2 , ⋯ , qn 是任

意 n 个整数 , 则 q1 a1 + q2 a2 + ⋯ + qn an 是 m 的倍数 .( 证明留给读

者 .)

上面我们仅就能够整除的情形初步地讨论了一下 , 至于在一

般 (即未必能整除的 ) 情形下 ,我们有下面基本而重要的定理 .

定理 4(带余数除法 )  若 a, b 是两个整数 , 其中 b > 0 , 则存

在着两个整数 q 及 r ,使得

a = bq + r , 0≤ r < b ( 2)

成立 ,而且 q 及 r 是惟一的 .

·2·
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证  作整数序列

⋯ , - 3 b , - 2 b, - b, 0 , b , 2 b, 3 b, ⋯

则 a 必在上述序列的某两项之间 , 即存在一个整数 q 使得

qb≤ a < ( q + 1) b

成立 .令 a - qb = r , 则 a = bq + r ,而 0≤ r < b .

下面我们证明 q, r 的惟一性 : 设 q1 , r1 是满足 ( 2 ) 的两个整

数 ,则

a = bq1 + r1 , 0≤ r1 < b ,

因而 bq1 + r1 = bq + r ,

于是 b( q - q1 ) = r1 - r ,

故 b | q - q1 | = | r1 - r | .

由于 r 及 r1 都是小于 b 的正数 , 所以上式右边是小于 b 的 .如果

q≠ q1 则上式左边≥ b .这是不可能的 .因此 q = q1 而 r = r1 .证完

整数的很多基本性质 ,都可以从定理 4 引导出来 .我们可以说

这一章最主要的部分是建立在定理 4 的基础上的 .

定义  (2 )中的 q 叫做 a 被 b 除所得的不完全商 , r 叫作 a 被

b 除所得到的余数 .

为了更好地了解这个定义 ,我们举例说明如下 :

例  设 b = 15 ,则当 a = 255 时

a = 17 b + 0 , r = 0 < 15 , 而 q = 17;

当  a = 417 时 ,

a = 27 b + 12 , 0 < r = 12 < 15 , 而 q = 27;

当  a = - 81 时 ,

a = - 6 b + 9 , 0 < r = 9 < 15 ,而 q = - 6 .

习   题

1. 证明定理 3 .
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2. 证明 3 | n( n + 1) ( 2 n + 1) ,其中 n 是任何整数 .

3. 若 ax0 + by0 是形如 ax + by( x , y )是任意整数 , a , b 是两个不全为零

的整数)的数中的最小正数 , 则

( ax0 + by0 ) | ( ax + by ) ,

其中 x , y 是任何整数 .

4. 若 a , b 是任意二整数 ,且 b≠0 , 证明 :存在两个整数 s , t 使得

a = bs + t , | t |≤
| b |
2

成立 ,并且当 b 是奇数时 , s , t 是惟一存在的 .当 b 是偶数时结果如何 ?

§2  最大公因数与辗转相除法

有了带余数除法 ,我们就可以着手研究整数的最大公因数的

存在问题及其实际求法 ,在研究过程中 , 我们要用到基本而重要的

辗转相除法 .

定义  设 a1 , a2 ,⋯ , an 是 n ( n≥2 )个整数 .若整数 d 是它们

之中每一个的因数 ,那么 d 就叫作 a1 , a2 ,⋯ , an 的一个公因数 .

整数 a1 , a2 ,⋯ , an 的公因数中最大的一个叫作最大公因数 ,

记作 ( a1 , a2 , ⋯ , an ) , 若 ( a1 , a2 , ⋯ , an ) = 1 , 我们说 a1 , a2 , ⋯ , an

互质或互素 ,若 a1 , a2 , ⋯ , an 中每两个整数互质 ,我们就说它们两

两互质 .

显然 ,若整数 a1 , a2 , ⋯ , an 两两互质 , 则 ( a1 , a2 , ⋯ , an ) = 1 ,

反过来却不一定成立 (很容易举出反例 ) , 且若 a1 , a2 , ⋯ , an 不全

为零 ,则 ( a1 , a2 ,⋯ , an )是存在的 .

为了讨论时免去区别正负整数的麻烦 ,我们先证明

定理 1  若 a1 , a2 ,⋯ , an 是任意 n 个不全为零的整数 , 则

( i) a1 , a2 ,⋯ , an 与 | a1 | , | a2 | ,⋯ , | an | 的公因数相同 ;

( ii) ( a1 , a2 , ⋯ , an ) = ( | a1 | , | a2 | , ⋯ , | an | ) .

证  设 d 是 a1 , a2 , ⋯ , an 的任一公因数 .由定义 d | ai , i = 1 ,
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2 , ⋯ , n , 因而 d | | ai | , i = 1 , 2 , ⋯ , n , 故 d 是 | a1 | , | a2 | , ⋯ , | an |

的一个公因数 ,同法可证 , | a1 | , | a2 | , ⋯ , | an |的任一个公因数都

是 a1 , a2 ,⋯ , an 的一个公因数 .故 a1 , a2 ,⋯ , an 与 | a1 | , | a2 | , ⋯ ,

| an | 有相同的公因数 ,即 ( i )获证 .由 ( i)立得 ( ii) . 证完

定理 1 的 ( ii) 告诉我们 ,要讨论最大公因数不妨仅就非负整数

去讨论 ,下面我们首先看两个非负整数的情形 .

定理 2  若 b 是任一正整数 , 则 ( i )0 与 b 的公因数就是 b 的

因数 ,反之 , b 的因数也就是 0 与 b 的公因数 .( ii ) ( 0 , b) = b .

证  显然 0 与 b 的公因数是 b 的因数 .由于任何非零整数都

是 0 的因数 , 故 b 的因数也就是 0 , b 的公因数 , 于是 ( i ) 获证 .其

次 ,我们立刻知道 b 的最大因数是 b; 而 0 , b 的最大公因数是 b 的

最大因数 ,故 ( 0 , b) = b . 证完

由定理 1 , 2 立刻得到①

推论 2.1  若 b 是任一非零整数 ,则 (0 , b) = | b | .

定理 3  设 a , b , c 是任意三个不全为 0 的整数 ,且

a = bq + c ,

其中 q 是非零整数 , 则 a , b 与 b , c 有相同的公因数 , 因而 ( a , b)

= ( b , c) .

证  设 d 是 a , b 的任一公因数 ,由定义 , d | a , d | b .由§1 定

理 3 , d 是 c = a + ( - q) b 的因数 , 因而 d 是 b, c 的一个公因数 .

同法可证 , b , c 的任一公因数是 a , b 的一个公因数 .于是定理的前

一部分获证 .第二部分显然随之成立 . 证完

现在我们介绍一下辗转相除法 .它有很多应用 : 可用以求出两

个正整数的最大公因数 ;借此推出最大公因数的重要性质 ; 还是解

一次不定方程的基本工具 .

设 a, b 是任意两个正整数 , 由带余数除法 , 我们有下面的系

·5·
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列等式 :

a = bq1 + r1 , 0 < r1 < b,

b = r1 q2 + r2 , 0 < r2 < r1 ,

⋯⋯⋯⋯

rn - 2 = rn - 1 qn + rn , 0 < rn < rn - 1 ,

rn - 1 = rn qn + 1 + rn + 1 , rn + 1 = 0 .

( 1)

因为每进行一次带余数除法 ,余数就至少减一 , 而 b 是有限的 , 所

以我们最多进行 b 次带余数除法 , 总可以得到一个余数是零的等

式 ,即 rn + 1 = 0 .( 1) 式所指出的计算方法 ,叫作辗转相除法 .在西方

常把它叫做欧几里得除法 .它也就是我国著名的古代数学著作《九

章算术》中提出的“更相减损术”.现在我们证明

定理 4  若 a , b 是任意两个整数 , 则 ( a , b) 就是 ( 1) 中最后一

个不等于零的余数 ,即 ( a , b) = rn .

证  由定理 2 , 3 即得

rn �= ( 0 , rn ) = ( rn + 1 , rn )

= ( rn , rn - 1 ) = ⋯

= ( r1 , b) = ( a , b) . 证完

由于 rn 能够用辗转相除法直接算出 , 所以辗转相除法给出了求两

整数的最大公因数的实际可行的算法 .

由定理 2 , 3 及 (1 )我们还可以得到

推论 4.1  a , b 的公因数与 ( a , b) 的因数相同 ( 证明留给读

者 ) .

由以上的讨论 ,我们可以看到 , 若 a , b 两整数中有一为零 , 而

另一数不为零时 ,则 ( a , b ) 为不等于零的数的绝对值 , 若 a , b 两

数都不是零时 ,则 a , b 最大公因数可以由 (1 )实际地算出来 .

我们看两个例子 :

例 1  a = - 1859 , b = 1573 , 由定理 1 , ( - 1859 , 1573 ) =
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(1859 , 1573 ) .

| a | = 1859 {

1573

1573 �= b

1 = q1

1859 �= 1×1573 + 286

1573 = 5×286 + 143  

1573 7

1430

286 I= r1

5 = q2

286 �= 2×143

所以 ( - 1859 ,1573) = 143 .  

286 �

286

143 �= r2

2 = q3  

0 #= r3

  例 2  a = 169 , b = 121 .

169 +

121

 121 s 

1

169 �= 1×121 + 48

121 = 2×48 + 25  

121 S

96

 48 e 

2

48 �= 1×25 + 23

25 = 1×23 + 2  

48 {

25

 25 � 

1

23 �= 11×2 + 1

2 = 2×1  

25 �

23

 23 � 

1

所以 ( 169 �, 121) = 1 .

  

23 �

22

2 �

 11  
 

2 �

2

 1 � 

2
 

0 �
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  我们再证明两个最大公因数的性质 ,即

定理 5  设 a , b 是任意两个不全为零的整数 , ( i ) 若 m 是任

一正整数 ,则

( am , bm ) = ( a , b) m .

( ii) 若δ是 a, b 的任一公因数 , 则
a
δ

,
b
δ

=
( a , b)

|δ|
, 特别

a
( a , b)

,
b

( a , b)
= 1 .

证  当 a , b 有一为零时 , 定理显然成立 ,今设 a , b 都不为零 .

( i) 由定理 1 , ( am , bm ) = ( | a | m , | b | m ) , ( a , b) m = ( | a | ,

| b | ) m .因此不妨假定 a , b 都是正数 .在 ( 1 )里 , 把各式两边同乘

以 m , 即得

am = ( bm ) q1 + r1 m , 0 < r1 m < bm ,

bm = ( r1 m ) q2 + r2 m , 0 < r2 m < r1 m ,

⋯⋯⋯⋯

rn - 1 m = ( rn m ) qn + 1 .

由定理 4 得 ( am , bm ) = rn m = ( a , b) m ,因而 ( i)获证 .

( ii) 由 ( i)及定理 1 ,

a
δ

,
b
δ

|δ| =
| a |
|δ|

|δ| ,
| b |
|δ|

|δ| = ( | a | , | b | ) = ( a , b) ,

故
a
δ

,
b
δ

=
( a , b)

|δ|
.

当δ= ( a , b) 时 ,上式即为
a

( a , b)
,

b
( a, b)

= 1 . 证完

现在来研究两个以上整数的最大公因数 .由定理 1 及 2 我们

不妨假设 a1 , a2 ,⋯ , an 是任意 n 个正整数 .令

( a1 , a2 ) = d2 , ( d2 , a3 ) = d3 ,⋯ , ( dn - 1 , an ) = dn . ( 2)

于是我们有

定理 6  若 a1 , a2 , ⋯ , an 是 n 个整数 , 则 ( a1 , a2 , ⋯ , an ) =

dn .
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证  由 ( 2 ) , dn | an , dn | dn - 1 .但 dn - 1 | an - 1 , dn - 1 | dn - 2 , 故

dn | an - 1 , dn | dn - 2 .由此 类 推 , 最后 得到 dn | an , dn | an - 1 , ⋯ ,

dn | a1 ,即 dn 是 a1 , a2 ,⋯ , an 的一个公因数 .又设 d 是 a1 , a2 , ⋯ ,

an 的任一公因数 , 则 d | a1 , d | a2 , 由推论 4.1 , d | d2 , 同样由推论

4.1 , d | d3 ,由此类推 , 最后得 d | dn .因而 d≤ | d | ≤ dn .故 dn 是

a1 , a2 , ⋯ , an 的最大公因数 . 证完

习   题

1. 证明推论 4.1 .

2. 应用§1 习题 3 证明 ( a , b) = ax0 + by0 , 其中 ax0 + by0 是形如 ax +

by ( x , y 是任意整数 )的整数里的最小正数 ,并将此结果推广到 n 个整数的

情形 .

3. 应用§1 习题 4 证明任意两整数的最大公因数存在 , 并说明其求法 .

试用你所说的求法及辗转相除法实际算出 (76501 ,9719) .

 
*

4. 证明本节 (1)式中的 n≤
2log b
log2

.

§3  整除的进一步性质及最小公倍数

在上节中我们看到了辗转相除法在研究最大公因数的过程中

的重要性 .在这一节里我们要研究上节 ( 1) 式中 rk 与 a、b 的关系 ,

由此可以得出关于整除的进一步性质 .此外 , 在本节里面还要讨论

到最小公倍数及其重要的性质 .

由上节 ,设 a、b 是任意两个正整数 ,则可以得到下列诸等式 :

a = bq1 + r1 , 0 < r1 < b,

b = r1 q2 + r2 , 0 < r2 < r1 ,

⋯⋯⋯⋯

rk - 1 = rk qk + 1 + rk + 1 , 0 < rk + 1 < rk ,

⋯⋯⋯⋯

rn - 1 = rn qn + 1 .

( 1)
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于是我们有

定理 1  若 a , b 是任意两个正整数 , 则

Qk a - Pk b = ( - 1)
k - 1

rk , k = 1 ,⋯ , n ; ( 2)

其中

P0 = 1 , P1 = q1 , Pk = qkPk - 1 + Pk - 2 ,

Q0 = 0 , Q1 = 1 , Qk = qk Qk - 1 + Qk - 2 ,
  k = 2 ,⋯ , n . ( 3)

证  当 k = 1 时 , (2 )显然成立 , 当 k = 2 时 ,

r2 = - [ aq2 - b( 1 + q1 q2 ) ] .

但 1 + q1 q2 = q2 P1 + P0 , q2 = q2·1 + 0 = q2 Q1 + Q0 ,

故 Q2 a - P2 b = ( - 1)
2 - 1

r2 , P2 = q2 P1 + P0 , Q2 = q2 Q1 + Q0 .

假定 (2 ) , (3 )对于不超过 k≥2 的正整数都成立 ,则

( - 1 )
k
rk+ 1 = ( - 1 )

k
( rk - 1 - qk + 1 rk )

= ( Qk - 1 a - Pk - 1 b) + qk + 1 ( Qk a - Pk b)

= ( qk+ 1 Qk + Qk - 1 ) a - ( qk + 1 Pk + Pk - 1 ) b .

故 Qk + 1 a - Pk + 1 b = ( - 1)
k
rk + 1 ,

其中 Pk + 1 = qk + 1 Pk + Pk - 1 , Qk + 1 = qk + 1 Qk + Qk - 1 .

由归纳法 ,定理为真 . 证完

推论 1 .1  若 a , b 是任意两个不全为零的整数 , 则存在两个

整数 s , t 使得

as + bt = ( a , b) . ( 4)

定理 2  若 a , b , c 是三个整数 ,且 ( a , c) = 1 ,则

( i) ab, c 与 b, c 有相同的公因数 ,

( ii) ( ab , c) = ( b , c) , ( 5)

上面假定了 b , c 至少有一不为零 .

证  ( i) 由题设及推论 1 .1 ,存在两个整数 s、t 满足等式

as + ct = 1 .

两边乘以 b ,即得

( ab) s + c( bt ) = b .
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  设 d 是 ab 与 c 的任一公因数 .由上式及§1 定理 3 , d | b , 因

而 d 是 b, c 的一个公因数 .反之 b, c 的任一公因数显然是 ab, c

的一个公因数 ,故 ( i)获证 .

( ii) 因为 b , c 不全为零 , 故 ( b , c) 是存在的 , 因而由 ( i ) 即知

( ab , c)存在 , 且

( ab , c) = ( b, c) 证完

  推论 2 .1  若 ( a, c) = 1 , c | ab, 则 c | b .

证  由定理 2 及§2 定理 2 , 3 得

| c | = ( ab , c) = ( b, c) ,

故 | c | | b ,因而 c | b . 证完

推论 2 .2  设 a1 , a2 ,⋯ , an 及 b1 , b2 ,⋯ , bm 是任意两组整数 .

若前一组中任一整数与后一组中任一整数互质 , 则 a1 a2 ⋯ an 与

b1 b2 ⋯ bm 互质 .

证  由定理 2 ,我们知道

( a1 a2 ⋯ an , bj ) = ( a2 a3 ⋯ an bj )

= ⋯ = ( an , bj ) = 1 , j = 1 ,2 ,⋯ , m .

再用定理 2 ,

( a1 a2 ⋯ an , b1 b2 ⋯ bm ) = ( a1 a2 ⋯ an , b2 b3 ⋯ bm )

= ⋯ = ( a1 a2 ⋯ an , bm ) = 1 . 证完

  下面我们应用刚才得到的关于整除的性质来研究公倍数与最

小公倍数 .

定义  设 a1 , a2 ,⋯ , an 是 n ( n≥2) 个整数 .若 d 是这 n 个数

的倍数 ,则 d 就叫作这 n 个数的一个公倍数 .又在 a1 , a2 , ⋯ , an

的一切公倍数中的最小正数叫作最小公倍数 , 记作 [ a1 , a2 , ⋯ ,

an ] .

由于任何正数都不是 0 的倍数 ,故讨论整数的最小公倍数时 ,

一概假定这些整数都不是零 .

定理 3  [ a1 , a2 ,⋯ , an ] = [ | a1 | , | a2 | , ⋯ , | an | ] .(证明留给
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读者 )

同最大公因数的情形一样 ,我们先研究两个整数的最小公倍

数 .

定理 4  设 a , b 是任意两个正整数 , 则 ( i ) a , b 的所有公倍数

就是 [ a , b] 的所有倍数 ; ( ii ) a , b 的最小公倍数等于以它们的最大

公因数除它们的乘积所得的商 , 即 [ a , b] =
ab

( a , b)
.特别地 , 若

( a , b) = 1 , 则 [ a , b] = a·b .

证  设 m′是 a, b 的任一公倍数 .由定义可设

m′= ak = bk′.

令 a = a1 ( a , b) , b = b1 ( a , b) ,由上式即得

a1 k = b1 k′.

但由§2 定理 5 , ( a1 , b1 ) = 1 ,故由推论 2 .1 , b1 | k .因此

m′= ak = ab1 t =
ab

( a , b)
t , ( 6)

其中 t 满足等式 k = b1 t .反过来 , 当 t 为任一整数时 ,
ab

( a , b)
t 为

a , b 的一个公倍数 , 故 ( 6 ) 可以表示 a , b 的一切公倍数 .令 t = 1

即得到最小的正数 ,故

[ a , b] =
ab

( a , b)
.

即 ( ii) 获证 .又由 ( 6) , ( i )亦获证 . 证完

现在讨论两个以上整数的最小公倍数 .设 a1 , a2 , ⋯ , an 是 n

个正整数 ,令

[ a1 , a2 ] = m2 , [ m2 , a3 ] = m3 ,⋯ , [ mn - 1 , an ] = m n . ( 7)

我们就有

定理 5  若 a1 , a2 ,⋯ , an 是 n ( n≥2 )个正整数 ,则

[ a1 , a2 ,⋯ , an ] = mn .

证  由 ( 7 ) , mi | m i + 1 , i = 2 , 3 , ⋯ , n - 1 , 且 a1 | m2 , ai | mi ,
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i = 2 ,3 ,⋯ , n , 故 mn 是 a1 , a2 , ⋯ , an 的一个公倍数 .反之 , 设 m

是 a1 , a2 , ⋯ , an 的任一公倍数 , 则 a1 | m , a2 | m , 故由定理 4 ( i ) ,

m2 | m .又 a3 | m , 同样由定理 4 ( i ) 得 m3 | m .依此类推 , 最后得

m n | m .因此 mn ≤ | m | .故

mn = [ a1 , a2 , ⋯ , an ] . 证完

  由于最大公因数可以实际地求出来 , 因此定理 3 , 4 , 5 给出了

最小公倍数的求法 .

注 :对于多项式来说 , 带余式除法也可如下稍作改变证明其成

立 :我们知道形如

P( x ) = an x
n

+ an - 1 x
n - 1

+ ⋯ + a1 x + a0 , an ≠ 0 , ( 8)

其中 n 为正整数 , a0 , a1 ,⋯ , an 为实数 (或某一数域的元素 ) ,被称

为 n 次多项式 .于是多项式的带余式除法就可以叙述为 :

设 P ( x ) , M ( x ) 是任意两个多项式 , P ( x ) 的次数大于

M ( x ) ,则存在两个多项式 Q ( x ) , R( x )使得

P( x ) = Q ( x ) M ( x ) + R( x ) , ( 9)

其中 R( x )的次数小于 M ( x )的次数 , 并且 Q ( x ) 和 R( x ) 是惟一

的 .

它的证法作如下的改变 :设

M ( x ) = bm x
m

+ ⋯ + b1 x + b0 , bm ≠ 0 ,

则 P( x ) -
an

bm
x

n - m
M ( x ) ( 记为 P1 ( x ) ) 为一多项式 , 次数最多是

n - 1 , 因而 P( x ) =
an

bm

x
n - m

M ( x ) + P1 ( x ) .依照同样的办法考察

P1 ( x ) , M ( x ) ,可得一次数更低的多项式 , 如此类推 , 最后即得多

项式的带余式除法 (9 ) .

至于本章所讨论的概念、算法、整数的整除性、因数、倍数的各

种性质以及下一节的算术基本定理都可以不困难地用类似的手法

对多项式证明成立 .第三、四章也有很多性质对多项式也相应成
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立 ,如果读者学习过多项式的基本性质 , 不妨作为复习重新演练一

遍 ,进一步理解整数的整除性与多项式的整除性的联系 ; 如果没有

学过 ,则不妨逐一考察其成立与否 , 肯定会大有好处的 .

习   题

1 .证明两整数 a , b 互质的充分与必要条件是 : 存在两个整数 s , t 满足

条件

as + bt = 1 .

2 .证明定理 3 .

3 .设

an xn + an - 1 xn - 1 + ⋯ + a1 x + a0 (10)

是一个整数系数多项式且 a0 , an 都不是零 ,则 (1 )的有理根只能是以 a0 的因

数作分子以 an 的因数作分母的既约分数 ,并由此推出 2不是有理数 .

§4  质数·算术基本定理

在正整数里 , 1 的正因数就只有它本身 , 因此在整数中间 1 占

有特殊的地位 .任一个大于 1 的整数 , 都至少有两个正因数 , 即 1

同它本身 ,我们把这些数再加以分类 , 就得到下面的

定义  一个大于 1 的整数 ,如果它的正因数只有 1 及它本身 ,

就叫作质数 (或素数 ) ;否则就叫作合数 .

质数在研究整数的过程中占有一个很重要的地位 , 本节的主

要目的就是要证明任何一个大于 1 的整数 ,如果不论次序 , 能惟一

地表成质数的乘积 .我们先证明每一个大于 1 的整数有一质因数 ,

即

定理 1  设 a 是任一大于 1 的整数 , 则 a 的除 1 外最小正因

数 q 是一质数 ,并且当 a 是合数时 , q≤ a .

证  假定 q 不是质数 ,由定义 , q 除 1 及本身外还有一正因数

q1 , 因而 1 < q1 < q .但 q | a , 所以 q1 | a, 这与 q 是 a 的除 1 外的最
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小正因数矛盾 ,故 q 是质数 .

当 a 是合数时 , 则 a = a1 q, 且 a1 > 1 , 否则 a 是质数 .由于 q

是 a 的除 1 外的最小正因数 , 所以 q≤ a1 , q
2
≤ qa1 = a ,故 q≤ a .

证完

定理 2  若 p 是一质数 , a 是任一整数 , 则 a 能被 p 整除或 p

与 a 互质 .

证  因为 ( p , a) | p , ( p , a ) > 0 , 由质数的定义 , ( p , a ) = 1 , 或

( p , a) = p .即 ( p , a) = 1 或 p | a . 证完

推论 2 .1  设 a1 , a2 , ⋯ , an 是 n 个整 数 , p 是质数 .若

p | a1 a2 ⋯ an ,则 p 一定能整除某一 ak .

证  假定 a1 , a2 ,⋯ , an 都不能被 p 整除 ,则由定理 2

( p , ai ) = 1 , i = 1 , 2 , ⋯ , n .

因此由§3 推论 2 .2 , ( p , a1 a2 ⋯ an ) = 1 , 这与 p | a1 a2 ⋯ an 矛盾 ,

故推论获证 . 证完

定理 3(算术基本定理 )  �任一大于 1 的整数能表成质数的乘

积 ,即任一大于 1 的整数

a = p1 p2 ⋯ pn , p1 ≤ p2 ≤ ⋯ ≤ pn , ( 1)

其中 p1 , p2 , ⋯ , pn 是质数 , 并且若

a = q1 q2 ⋯ qm , q1 ≤ q2 ≤ ⋯ ≤ qm ,

其中 q1 , q2 ,⋯ , qm 是质数 , 则 m = n , qi = pi , i = 1 , 2 , ⋯ , n .

证  我们用数学归纳法先证明 ( 1 )式成立 .当 a = 2 时 , (1 ) 式

显然成立 .假定对一切小于 a 的正整数 (1 ) 式都成立 , 此时若 a 是

质数 ,则 ( 1) 式对 a 成立 ; 若 a 是合数 , 则有两正整数 bc 满足条件

a = bc , 1 < b < a , 1 < c < a .

由假定 b = p′ 1 p′ 2 ⋯ p′ l , c = p′ l + 1 p′ l + 2 ⋯ p′ n ,

于是 a = p′ 1 p′ 2 ⋯ p′ l p′ l + 1 ⋯ p′ n .

将 p′ i的次序适当调动后即得 ( 1 )式 , 故 ( 1 ) 式对 a 成立 .由归纳法

即知对任一大于 1 的正整数 , ( 1) 式成立 .
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若 a = q1 q2 ⋯ qm , q1 ≤ q2 ≤⋯≤ qm , 则

p1 p2 ⋯ pn = q1 q2 ⋯ qm . ( 2)

因此 p1 | q1 q2 ⋯ qm , q1 | p1 p2 ⋯ pn .由推论 2 .1 , 有 pk , qj , 使得

p1 | qj , q1 | pk .但 qj , pk 都是质数 ,故 p1 = qj , q1 = pk .又 pk≥ p1 , qj

≥ q1 , 故

qj = p1 ≤ pk = q1 , 因而 p1 = qj = q1 .

由 (2 )式 p2 ⋯ pn = q2 ⋯ qm , 同法可得 p2 = q2 .依此类推 ,最后即得

n = m , pi = qi , i = 1 ,2 ,⋯ , n . 证完

由定理 3 立刻得到

推论 3 .1  i任一大于 1 的整数 a 能够惟一地写成

a = p
α

1
1 ⋯ p

α
k

k ,αi > 0 , i = 1 , ⋯ , k , ( 3)

其中 pi < pj ( i < j) .

(3 ) 叫做 a 的标准分解式 .在应用中 , 为方便计 , 有时我们插

进若干质数的零次幂而把 a 表成下面的形式 :

a = p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

l
l ,αi ≥ 0 , i = 1 ,2 ,⋯ , l .

  推论 3 .2  设 a 是一个大于 1 的整数 , 且

a = p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k ,αi > 0 , i = 1 , 2 , ⋯ , k ,

则 a 的正因数 d 可以表成

d = p
β

1
1 p

β
2

2 ⋯ p
β

k
k ,αi ≥βi ≥ 0 , i = 1 , 2 , ⋯ , k

的形式 ,而且当 d 可以表成上述形式时 , d 是 a 的正因数 .

证  若 d | a ,则 a = dq, 由推论 3 .1 知 a 的标准分解式是惟

一的 ,故 d 的标准分解式中出现的质数都在 pj ( j = 1 , 2 , ⋯ , k ) 中

出现 ,且 pj 在 d 的标准分解式中出现的指数βj ≯αj , 亦即 βj≤αj .

反过来当βj≤αj 时 , d 显然整除 a . 证完

我们应用推论 3 .2 可以得到下面的推论 , 这是中学教科书中

求最大公因数及最小公倍数的根据 .

推论 3 .3  设 a , b 是任意两个正整数 , 且

a = p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k ,αi ≥ 0 , i = 1 , 2 , ⋯ , k ,
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b = p
β

1
1 p

β
2

2 ⋯ p
β

k
k ,βi ≥ 0 , i = 1 , 2 , ⋯ , k ,

则

( a , b) = p
γ

1
1 p

γ
2

2 ⋯ p
γ

k
k ,

[ a , b] = p
δ

1
1 p

δ
2

2 ⋯ p
δ

k
k , ( 4)

其中 γi = min(αi ,βi ) ,δi = max(αi ,βi ) , i = 1 , 2 , ⋯ , k (证明留给读

者 ) , min(αi ,βi )表示 αi ,βi 中较小的数 , max(αi ,βi ) 表示 αi ,βi 中

较大的数 .

上面我们从理论上证明了任意一个正整数有惟一的标准分解

式 .但在实际计算中我们还没有简易可行的方法去判断哪些正整

数是质数 ,也没有简易可行的方法去求出一个正整数的标准分解

式 .这中间主要的原因是由于质数在正整数列中的分布情形是很

不规则的 (这一点还要加以介绍 ) .但在另一方面 , 我们根据质数的

定义及其性质 ,可以造出质数表来以供应用 .

任给一个正整数 N ,可以按照下述方法求出一切不超过 N 的

质数 :把不超过 N 的一切正整数按大小关系排成一串

1 , 2 , 3 , 4 , ⋯ , N .

首先划去 1 ,第一个留下的是 2 ,它是一个质数 :

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 ,8 ,9 ,10 , ⋯ , N .

其次 ,从 2 起每隔一位划去一数 , 这样就划去了 2 的一切倍数 ,

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 ,9 ,10 , ⋯ , N .

第一个留下未划去的是 3 , 它不是 2 的倍数 , 因此是一个质数 .然

后从 3 起每隔两位划去一数 , 所划去的数就是 3 + 3 m ( m = 1 ,

2 , ⋯ ) , 它们是 3 的一切倍数 (3 本身除外 ) :

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 ,8 ,9 ,10 , ⋯ , N .

第一个留下未划去的是 5 , 它不是小于它的质数 ( 2 及 3 )的倍数 ,

因此它是质数 .然后 , 从 5 起每隔 5 - 1 = 4 位划去一数 , 所划去的

数是 5 + 5 m ( m = 1 , 2 , ⋯ ) , 也就是 5 的一切倍数 (5 本身除外 ) :

1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 , 11 , ⋯ , N .
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如此继续进行 ,所划去的都是合数 , 第一个留下的都不是比它小的

质数的倍数 ,因此总是一个质数 .用这种方法可以逐一地把质数求

出来 .这种方法是希腊时代幼拉脱斯展纳 ( Eratosthenes ) 发明的 ,

它好像用筛子筛出质数一样 ,所以称为幼拉脱斯展纳筛法 .

要求出不超过 N 的一切质数 ,根据定理 1 ,只需把不超过 N

的质数的倍数划去就行了 ,这是因为不超过 N 的合数的最小质因

数总是不超过 N的 .

为了更清楚地了解质数表的造法 , 我们举 N = 30 为例 , 此时

30 < 6 .

故不超过 30 的质数是 2 , 3 , 5 , 7 , 11 , 13 , 17 , 19 , 23 , 29 .

上述造质数表的方法并不能在有限步以内把正整数中的一切

质数都找出来 ,因为我们有

定理 4  质数的个数是无穷的 .

证  我们用反证法来证明定理 .假定正整数中只有有限个质

数 ,设为 p1 , p2 ,⋯ , pk .令 p1 p2 ⋯ pk + 1 = N , 则 N > 1 .由定理 1 ,

N 有一质因数 p .这里 p≠ pi , i = 1 , 2 , ⋯ , k , 否则 p | p1 p2 ⋯ pk ,

p | N ,因此 p | 1 ,而与 p 是质数矛盾 .故 p 是上面 k 个质数以外的

质数 ,因此定理获证 . 证完

从这一章可以看出判断一个整数是合数还是质数以及如何具

体地进行因数分解涉及很多运算 .而且现代的加密技术需要判断

和找出大的质数 ,例如 , 50 位或者更高位数的质数 ; 解密技术需要

分解大数 .虽然我们上面说过“幼拉脱斯展纳筛法可以逐一地把质

数求出来”, 但是实际上即使动用超级计算机 , 要想求出一个大的
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质数 ,例如 100 位以上的质数 , 也是非常困难的 , 分解大数就更为

困难 ,这些将在第三章加以介绍 .现在介绍一些与此有关的经典问

题 .例如 , 通常称形如 Fm = 2
2

m

+ 1 ( m = 1 ,2 , ⋯ ) 的数为费马数 .费

马自己知道从 F0 到 F4 都是质数 , 然后他猜想所有的 Fm 都是质

数 .后来欧拉发现 F5 不是质数 , 它有一个真因数 641 , 直到上世纪

末数学家用他们创造的各种方法 ,经过超级计算机的计算得知 , 从

F5 到 F2 3 都是合数 ,还不知道 F24 是合数还是质数 .现在许多数学

家认为 : F4 之后的费马数都是合数 ,但是这只是一个猜想 .费马数

与下列尺规作图问题有关 : 正 n 边形可尺规作图的充要条件是 n

≥3 且 n 的最大单因数是不同的费马质数的乘积 .另一个有趣的

问题是关于梅森 ( Mersenne) 数 .形如 Mn = 2
n

- 1 ( n = 1 , 2 , ⋯ ) 的

素数称为梅森数 .易见 : 只有当 n 为质数时 , Mn 才可能是质数 .当

n = 2 , 3 , 5 , 7 时 ,相应的 Mn 确为质数 , 但对于大于 11 的质数 n ,

Mn 中既有质数 , 又有合数 .截至 1994 年底 , 已知的最大梅森数为

M85 943 3 .是否有无穷多个梅森数是一个未解决的难题 .梅森数与完

全数 (即一切正因数的和等于该数的二倍 )有关 , 即数 a 是双完全

数的充要条件是它能表成 2
n - 1

Mn ( Mn 为梅森数 ) 的形式 (《数论

导引》第一章§9 ) .

习   题

1. 试造不超过 100 的质数表 .

2. 求 82 798 848 及 81 057 226 635 000 的标准分解式 .

3. 证明推论 3.3 并推广到 n 个正整数的情形 .

4. 应用推论 3.3 证明§3 的定理 4( ii) .

5. 若 2
n

+ 1 是质数 ( n > 1 ) ,则 n 是 2 的方幂 .

§5  函数 [ x] , {x}及其在数论中的一个应用

在上一节里面我们讨论了把任意一个正整数分解成标准分解
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式的问题 .现在我们就给出 n ! 的标准分解式的一个公式 ,为了达

到这个目的 , 我们先介绍两个在数学中常常用到的函数 : [ x ] 与

{ x} .

定义  函数 [ x ] 与{ x}是对于一切实数都有定义的函数 ,函数

[ x ] 的值等于不大于 x 的最大整数 ; 函数{ x}的值是 x - [ x ] .我

们把 [ x ] 叫做 x 的整数部分 , { x}叫做 x 的小数部分 .

例  [π] = 3 , [e ] = 2 , [ - π] = - 4 ,
2
3

= 0 , -
3
5

= - 1 ;

-
3
5

=
2
5

, {π} = 0.141 59⋯ , { 2} = 0.414⋯ ,

{ - π} = 1 - 0.141 59⋯ = 0.958 40⋯ .

由定义可以立刻得出下列简单性质 :

Ⅰ  x = [ x ] + { x} .

Ⅱ  [ x ] ≤ x < [ x ] + 1 , x - 1 < [ x ]≤ x , 0≤{ x} < 1 .

Ⅲ  [ n + x ] = n + [ x ] , n 是整数 .

Ⅳ  [ x ] + [ y ]≤ [ x + y ] , { x} + { y}≥{ x + y} .

Ⅴ  [ - x ] =
- [ x ] - 1 ,当 x 不是整数时 ,

- [ x ] ,  当 x 是整数时 .

Ⅵ  (带余数除法 ) 若 a, b 是两个整数 , b > 0 , 则

a = b
a
b

+ b
a
b

, 0 ≤ b
a
b

≤ b - 1 .

  Ⅶ  若 a, b 是任意两个正整数 , 则不大于 a 而为 b 的倍数的

正整数的个数是
a
b

.

证  a < b 时显然 .设 m 是任一不大于 a 而为 b 的倍数的正

整数 ,则

0 < m = bm1 ≤ a ,

0 < m1 ≤
a
b

. ( 1)

故满足以上条件的 m 的个数等于满足 ( 1 ) 的 m1 的个数 , 因而等
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于
a
b

.

定理  在 n ! 的标准分解式中质因数 p( p≤ n)的指数

h =
n
p

+
n
p

2 + ⋯ = ∑
∞

r = 1

n
p

r . ( 2)

  注意 .若 p
s

> n ,则
n
p

s = 0 , 故上式只有有限项不为零 , 因而

有意义 .

证  设想把 2 ,⋯ , n 都分解成标准分解式 , 则由算术基本定

理 , h 就是这 n - 1 个分解式中 p 的指数之和 ,设其中 p 的指数是

r 的有 nr 个 (1≤ r ) , 则

h = n1 + 2 n2 + 3 n3 + ⋯

= n1 + n2 + n3 + ⋯ +

n2 + n3 + ⋯ +

n3 + ⋯ +

⋯

= N1 + N2 + N3 + ⋯ ,

其中 N r = nr + nr + 1 + ⋯恰好是 2 , ⋯ , n 这 n - 1 个数中能被 p
r
除

尽的个数 ,但由Ⅶ , Nr =
n
p

r , 故

h =
n
p

+
n
p

2 +
n
p

3 + ⋯ . 证完

  推论 1  n ! = ∏
p≤ n

p
∑
∞

r= 1

n

p
r

,

其中∏
p≤ n

表示展布在不超过 n 的一切质数上的积式 .

推论 2  贾宪数
n !

k ! ( n - k ) !
是整数 (0 < k < n ) .

证  由Ⅳ及 n = ( n - k) + k ,

n
p

r ≥
n - k

p
r +

k
p

r ,
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∑
∞

r = 1

n
p

r ≥ ∑
∞

r = 1

n - k
p

r + ∑
∞

r = 1

k
p

r .

故

∏
p≤ n

p
∑
∞

r = 1

n - k

p
r + ∑

∞

r = 1

k

p
r

∏
p≤ n

p
∑
∞

r = 1

n

p
r

.

由推论 1 即得 k ! ( n - k ) ! | n !, 故推论获证 . 证完

推论 3  若 f ( x ) 是一 n 次整系数多项式 , f
( k )

( x ) 是它的 k

阶导数 ( k≤ n ) , 则
f

( k)
( x )

k !
是一 n - k 次整系数多项式 .

证  显然
f

( k )
( x )

k !
是 n - k 次多项式 ,设

f ( x ) = an x
n

+ an - 1 x
n - 1

+ ⋯ + a1 x + a0 ,

则
f

( k )
( x )

k !
中 x

i
的系数

bi = ak + i
( k + i) ( k + i - 1)⋯ ( i + 1 )

k !
= ak+ i

( k + i) !
k !i !

.

由推论 2 及假设知 bi 为整数 ,即
f

( k )
( x )

k !
是整系数 . 证完

大家都知道
n !

k ! ( n - k ) !
是二项式系数 , 这种数最早是由我

国人发现的 ,因为宋朝杨辉在他的著作《详解九章算法》(1261 年 )

里指出贾宪已经用过下述的图形 :

1

1   1

1   2   1

1   3   3   1

1   4   6   4   1

1   5   10   10   5   1

1   6   15   20   15   6   1

因此我们可以看出二项式系数早在杨辉以前 , 即最迟在十三世纪

已被我国人民所发现 .这要比欧洲最初发现这件事实至少早 260

·22·



年左右 ,要比 Pascal 发现此事实 ( 1654 年 ) 早 400 年 .

习   题

1. 求 30 ! 的标准分解式 .

2. 设 n 是任一正整数 ,α是实数 ,证明 :

( i)
[ nα]

n
= [α] ;

( ii) [α] + α+
1
n

+ ⋯ + α+
n - 1

n
= [ nα] .

3. 设α,β是任意二实数 , 证明 :

( i) [α] - [β] = [α- β]或[α- β] + 1;

( ii) [2α] + [2β]≥[α] + [α+ β] + [β] .

4.( i )设函数 f ( x )在闭区间 Q≤ x≤ R 上是连续的 , 并且非负 , 证明和

式

∑
Q < x≤ R

[ f ( t ) ]

表示平面区域 Q < x≤ R , 0 < y≤ f ( x )内的整点 (整数坐标的点)的个数 .

( ii)设 p , q 是两个互质的单正整数 ,证明 :

∑
0 < x <

q
2

p
q

x + ∑
0 < y <

p
2

q
p

y =
p - 1

2
·

q - 1
2

.

  ( iii)设 r > 0 , T 是区域 x2 + y2 ≤ r2 内的整点数 , 证明 :

T = 1 + 4[ r] + 8 ∑
0 < x≤

r
2

r
2

- x
2 - 4

r

2

2

.

  ( iv)设 n > 0 , T 是区域 x > 0 , y > 0 , xy≤ n 内的整点数 ,证明 :

T = 2 ∑
0 < x < n

n
x

- n
2

.

  5. 设 n 是任一正整数 , 且

n = a0 + a1 p + a2 p
2

+ ⋯ , p 是质数 , 0≤ ai < p ,

证明 :在 n ! 的标准分解式中 , 质因数 p 的指数是

h =
n - Sn

p - 1
,

其中 Sn = a0 + a1 + a2 + ⋯ .
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第二章  不 定 方 程

中国古代数学家张丘建曾经解答了下面的题目 :

“鸡翁一 , 值钱五 ,鸡母一 , 值钱三 , 鸡雏三 , 值钱一 .百钱买百

鸡 .问鸡翁母雏各几何 ?”①

设用 x , y , z 分别代表鸡翁、鸡母 ,鸡雏的数目 , 就得到下面的

方程 :

5 x + 3 y +
1
3

z = 100 ,

x + y + z = 100 .

消去 z , 再化简 ,即得

7 x + 4 y = 100 .

我们要解决这个问题 ,就是要求出上述方程的非负整数解 .但是上

述方程不过是二元一次不定方程的一个具体的例子 .所谓二元一

次不定方程的一般形式是

ax + by = c ,

其中 a, b, c 是整数 .不定方程在历史上有极其丰富的研究 , 文献

极其丰富 ,也留下很多经典难题 .另一方面 , 由于数学应用的空前

普遍 ,方程及不等式的整数解问题研究 , 也有了应用前景 .我们这

一章的目的就是首先讨论二元一次不定方程有整数解的条件及其

解法 ,进而讨论多元一次不定方程的解法 , 最后介绍几个高次不定

方程及著名的费马问题 .

·42·
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§1  二元一次不定方程

本节将讨论二元一次不定方程有整数解的条件 , 并且说明在

有解的情况下如何求出它的一切整数解 .现在先假定它有一个整

数解 ,说明如何借此表出它的一切整数解 .

定理 1  设二元一次不定方程

ax + by = c ( 1)

(其中 a , b, c 是整数 , 且 a , b 都不是 0 ) 有一整数解 x = x0 , y =

y0 ; 又设 ( a , b) = d , a = a1 d , b = b1 d , 则 (1 )的一切解可以表成

x = x0 - b1 t , y = y0 + a1 t , ( 2)

其中 t = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ .

证  既然 x0 , y0 是 (1 )的解 , 当然满足 ax0 + by0 = c .因此

a( x0 - b1 t ) + b( y0 + a1 t) = c + ( ba1 - ab1 ) t = c .

这表明对任何整数 t( 2) 是 (1 )的解 .

设 x′, y′是 (1 ) 的任一解 , 则 ax′+ by′= c , 从此减去 ax0 +

by0 = c ,即得

a( x′- x0 ) + b( y′- y0 ) = 0 .

由上式及 a = a1 d , b = b1 d 得到

a1 ( x′- x0 ) = - b1 ( y′- y0 ) .

又 d = ( a , b) , 故 ( a1 , b1 ) = 1 .由第一章§3 推论 2.1 , 可知有一整

数 t 使得 y′- y0 = a1 t , 亦即 y′= y0 + a1 t .将 y′代入上式即得 x′

= x0 - b1 t .因此 x′, y′可表成 (2 )的形状 .故 (2 ) 表示 (1 ) 的一切整

数解 . 证完

由定理 1 我们知道 ,当 ( 1 )有一整数解时 , 它的一切解可以由

(2 )表出来 .但是 (1 )式在什么情况下有解 , 我们还不知道 , 现在给

出 (1 )式有整数解的一个条件 .

定理 2  ( 1)式有整数解的充分与必要条件是 ( a , b) | c .
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证  若 (1 )式有一整数解 , 设为 x0 , y0 ,则

ax0 + by0 = c .

但 ( a , b) 整除 a 及 b, 因而整除 c ,故条件的必要性获证 .

反之 ,若 ( a , b) | c , 则 c = c1 ( a , b) , c1 是整数 .由第一章§3

推论 1.1 ,存在两个整数 s , t 满足下列等式

as + bt = ( a , b) .

令 x0 = sc1 , y0 = tc1 ,即得 ax0 + by0 = c, 故 ( 1)式有整数解 x0 , y0 .

证完

对于二元一次不定方程 ,我们还没有给出求 ( 1) 式的一个整数

解的方法 ,下面应用辗转相除法解决这个问题 .

由定理 2 的证明看到 ,在有解的情况下 , 是先证明方程

ax + by = ( a , b)

有解 .因此我们要找出一个求特殊解的方法 , 应该从这个方程着

手 .首先上述方程的解与方程

a
( a , b)

x +
b

( a , b)
y = 1

的解完全相同 ,而在这个方程里 , 未知数 x , y 的系数是互质的 , 所

以只要讨论如何求出形式如

ax + by = 1 , ( a , b) = 1 ( 3)

的方程的一个整数解就够了 .容易看出 , 由 (3 )的一个特殊解 , 可以

得出方程 | a | x + | b | y = 1 的一个特殊解 , 反之亦然 .因此为简单

起见 ,可以假定 a > 0 , b > 0 .应用辗转相除法 , 可以得到 :

a = bq1 + r1 , 0 < r1 < b ,

b = r1 q2 + r2 , 0 < r2 < r1 ,

⋯⋯

rn - 2 = rn - 1 qn + rn , 0 < rn < rn - 1 ,

rn - 1 = rn qn + 1 .

因为 ( a , b) = 1 , 故 rn = 1 ,由第一章§3 定理 1 ,
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Qn a - Pn b = ( - 1)
n - 1

rn .

于是 a[ ( - 1)
n - 1

Qn ] + b[ ( - 1 )
n
Pn ] = 1 .

因此 (3 )式有一个特殊解 :

x = ( - 1 )
n - 1

Qn , y = ( - 1)
n
Pn . ( 4)

又由第一章§3 定理 1

P0 = 1 ,  P1 = q1 ,  Pk = qkPk - 1 + Pk - 2 ,

Q0 = 0 ,  Q1 = 1 ,  Qk = qk Qk - 1 + Qk - 2 ,
k = 2 , ⋯ , n . ( 5)

由 (5 )可以得出求 ( 4) 式 (即 ( 3) 式的一个特殊解 )的方法 , 即先由辗

转相除法求出 q1 , q2 ,⋯ , qn , 把它们写在下表的第二横行里面 :

其次在第二及第三直行写下 P0 = 1 , Q0 = 0 , P1 = q1 , Q1 = 1 , 然后

利用公式 (5 ) , 顺次求出 P2 , Q2 , P3 , Q3 ,⋯ , Pn , Qn (表中 + 号和连

接 qk 到 Pk - 1 , Qk - 1 的直线可以帮助我们记忆 ) ,最后即得 (4 ) .

例 1  �求 7 x + 4 y = 100 的一切整数解 .

解  先解 7 x + 4 y = 1 , 此处 a = 7 , b = 4 , ( a , b) = 1 .

因此 b7 x + 4 y = 1 的一个解是 x = ( - 1)
2 - 1

1 = - 1 , y = ( - 1)
2
2 = 2 .

故原方程的一个解是

x = - 100 , y = 200 .
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由定理 1 其一切解可以表成

x = - 4 t - 100 , y = 7 t + 200  ( t = 0 , ± 1 , ± 2 , ⋯ ) .

在本章开始所提出的张丘建的原题中 , x 及 y 代表鸡翁 , 鸡母的个

数 ,所以必须使得 x≥0 , y≥0 .因此

-
200

7
≤ t ≤ - 25 .

故 t = - 28 , - 27 , - 26 , - 25 .又鸡雏数是 z = 100 - x - y = - 3 t .

这样就得到下面四组解答 :

x = 12

y = 4

z = 84

,

x = 8

y = 11

z = 81

,

x = 4

y = 18

z = 78

,

x = 0

y = 25

z = 75

.

  例 2  求 111 x - 321 y = 75 的一切整数解 .

解  ( 111 , - 321 ) = 3 , 而 3 | 75 , 故有解 , 且原方程的解与

37 x - 107 y = 25的解完全相同 .今先解 107 x + 37 y = 1 .

故 107 x + 37 y = 1 的一解是 x = ( - 1 )
2
9 = 9 , y = ( - 1)

3
26 = - 26 .

37 x - 107 y = 1 的一解是 x = - 26 , y = - 9 .故 37 x - 107 y = 25 的

一切解可以表成

x = - 26× 25 + 107 t , y = - 9× 25 + 37 t ( t = 0 , ± 1 , ± 2 ,⋯ ) ,

或

x = - 8 + 107 t , y = - 3 + 37 t ( t = 0 , ± 1 , ± 2 , ⋯ ) .

  在结束本节之前 ,我们来研究一下以往中学教科书中二元一
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次不定方程解法的理论根据 .

设给定一个适合下列条件的二元一次不定方程

ax + by = c, a > b > 0 , ( a , b) = 1 . ( 6)

那么由第一章§1 定理 4 , 知道有整数 q1 , q′ 1 , r1 , r′ 1 满足条件 a =

bq1 + r1 , 0≤ r1 < b, c = bq′ 1 + r′ 1 , 0≤ r′ 1 < b .又由第一章§2 定理 3

得到 ( b , r1 ) = ( a , b) = 1 ,故方程

by′+ r1 x′= r′ 1 ( 7)

有整数解 .设 x = x0 , y = y0 是 (6 )的任一整数解 , 则

y0 =
c - ax0

b
= q′ 1 - q1 x0 +

r′ 1 - r1 x0

b
. ( 8)

但 y0 , q′ 1 - q1 x0 都是整数 , 因此
r′ 1 - r1 x0

b
也是整数 .令

r′ 1 - r1 x0

b
=

y′ 0 ,则 x′= x0 , y′= y′ 0 是 (7 )的一个整数解 ,即 ( 6 )式的任一整数解

能写成下列形状 :

x = x′, y = q′ 1 - q1 x′+ y′, ( 9)

其中 x′, y′是 (7 )的某一整数解 , 反之 , 若 x′, y′是 ( 7 ) 的任一整数

解 ,则由 ( 9) 式所求得的 x , y 是 ( 6) 的一解 ,这是因为由 ( 7) , (9 ) 可

以得出

y = q′ 1 - q1 x′+ y′= q′ 1 - q1 x +
r′ 1 - r1 x

b
=

c - ax
b

.

故得 :

定理 3  ( 6)的一切整数解可由 (9 ) 得出 , 只要 ( 9 ) 中 x′, y′取

(7 )式的一切解 .

在中学教科书中求 (6 )的解时 , 就是把 ( 6 ) 变成 ( 8 ) 的形状 , 然

后再令
r′ 1 - r1 x

b
= y′而得到 ( 7 ) , 求出 ( 7 ) 的一切整数解后 , 再由

(9 )求 ( 6) 的解 .如果由 ( 7 ) 还不能用观察的方法求出它的一切解

时 ,再把上面所说的方法应用于 ( 7) 而得到另一新的方程 , 求出新

的方程的一切解 ,再求 ( 7) 的一切解及 (6 )的一切解 , 应用这种方法
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在有限次以后一定可以得到一个二元一次不定方程 , 而它的一切

整数解能够用观察的方法得到 .这因为 ( 7) 的系数不过是辗转相除

法中第一个式子的除数及余数 ,而由 ( 7) 得到的新的方程不过是第

二个式子的除数及余数 .由辗转相除法的理论及 a, b 互质的条

件 ,有限次以后一定可以得到一个方程 , 其中有一个系数是 1 , 那

么这个方程的一切解便可以用观察的方法得到 .从定理 3 可以看

出 ,应用这种方法一定能够把 (6 ) 的一切解求出来 .现在我们来看

一个例子 .

例 3  �求 107 x + 37 y = 25 的一切整数解 .

解  由给定的方程得

y =
25 - 107 x

37
= - 2 x +

25 - 33 x
37

= - 2 x + y′,

其中 y′=
25 - 33 x

37
应该是整数 ,故得一新的不定方程

37 y′+ 33 x = 25 . (10)

又 x =
25 - 37 y

33
= - y′+

25 - 4 y′
33

= - y′+ x′,

仿前令 x′=
25 - 4 y′

33
, 又得到一个新的不定方程 :

33 x′+ 4 y′= 25 . (11)

又 y′=
25 - 33 x′

4
= 6 - 8 x′+

1 - x′
4

= 6 - 8 x′+ y″,

其中 y″=
1 - x′

4
, 即最后得到

x′+ 4 y″= 1 . (12)

显然 (12) 的一切解是

x′= 1 - 4 t , y″= t  ( t = 0 , ± 1 , ± 2 ,⋯ ) .

因此 (11) 的一切解是

x′= 1 - 4 t , y′= 6 - 8 x′+ y″= - 2 + 33 t ( t = 0, ± 1, ± 2,⋯) ,
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而 (10) 的一切解是

y′= - 2 + 33 t , x = - y′+ x′= 3 - 37 t  ( t = 0 , ±1 , ±2 ,⋯ ) .

故给定的不定方程的解是

x = 3 - 37 t , y = 2 x + y′= - 8 + 107 t ( t = 0 , ± 1 , ± 2 ,⋯ ) .

  注 :一个更简单的方法是按上述求解过程求出原方程的一个

特解 ,然后按定理 1 求出一切解 .即由 (12) 易见

x′= 1 , y″= 0

是 (12) 的一个特解 ;

x′= 1 , y′= 6 - 8 x′+ y″= - 2

是 (11) 的一个特解 ;

x = - y′+ x′= 3 , y′= - 2

是 (10) 的一个特解 ;最后

x = 3 , y = - 2 x + y′= - 8

是原方程的一个特解 .

习   题

1. 解下列不定方程

( a) 15 x + 25 y = 100 ,

( b) 306 x - 360 y = 630 .

2. 把 100 分成两份 ,使一份可被 7 整除 , 一份可被 11 整除 .

3. 证明 : 二元一次不定方程

ax + by = N , a > 0 , b > 0 , ( a , b) = 1

的非负整数解为
N
ab

或
N
ab

+ 1 .

4. 证明 : 二元一次不定方程

ax + by = N , ( a , b) = 1 , a > 1 , b > 1

当 N > ab - a - b时有非负整数解 , N = ab - a - b 时则不然 .
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§2  多元一次不定方程

所谓多元一次不定方程 ,就是可以写成下列形式的方程 :

a1 x1 + a2 x2 + ⋯ + an xn = N , ( 1)

其中 a1 , a2 , ⋯ , an , N 都是整数 , n≥2 , 并且不失一般性 , 我们可

以假定 a1 , a2 ,⋯ , an 都不等于零 .现在首先证明

定理 1  (1)式有整数解的充分与必要条件是 ( a1 , a2 ,⋯ , an ) |

N .

证  设 ( a1 , a2 , ⋯ , an ) = d .

( i) 若 (1 )式有解 , 即有 n 个整数 x′ 1 , x′ 2 , ⋯ , x′ n满足等式

a1 x′ 1 + a2 x′ 2 + ⋯ + an x′ n = N ,

则由第一章§1 定理 3 , d | a1 x′ 1 + a2 x′ 2 + ⋯ + an x′ n 即 d | N , 这就

证明了条件的必要性 .

( ii) 若 d | N , 我们要用数学归纳法证明 ( 1 ) 式有解 .当 n = 2

时 ,由§1 定理 2 , ( 1 ) 式有解 .假定上述条件对 n - 1 元一次不定

方程是充分的 ,今证上述条件对 n 元一次不定方程也是充分的 .

令 d2 = ( a1 , a2 ) , 则 ( d2 , a3 , a4 , ⋯ , an ) = d | N .由归纳法假

定 ,方程

d2 t2 + a3 x3 + ⋯ + an x n = N

有解 ,设其一解为 t′ 2 , x′ 3 , ⋯ , x′ n .再考虑

a1 x1 + a2 x2 = d2 t′ 2 .

由§1 定理 2 及 ( a1 , a2 ) = d2 ,上式有解 , 设其一解为 x′ 1 , x′ 2 .则

a1 x′ 1 + a2 x′ 2 + a3 x′ 3 + ⋯ + an x′ n

= d2 t′ 2 + a3 x′ 3 + ⋯ + an x′ n = N .

故 x′ 1 , x′ 2 ,⋯ , x′ n 是 (1 )式的解 .这就证明了条件的充分性 . 证完

定理 1 的证明还提供出一个求 (1 )式的解的方法 , 即先顺次求

出 ( a1 , a2 ) = d2 , ( d2 , a3 ) = d3 , ⋯ , ( dn - 1 , an ) = dn .由第一章§2
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定理 6 及上面定理 1 ,若 dn8 N , 则 (1 )无解 ;若 dn | N , 则 (1 ) 有解 .

作方程

a1 x1 + a2 x2 = d2 t2 ,

d2 t2 + a3 x3 = d3 t3 ,

⋯⋯⋯⋯⋯⋯ ( 2)

dn - 2 tn - 2 + an - 1 x n - 1 = dn - 1 tn - 1 ,

dn - 1 tn - 1 + an xn = N .

首先求出最后一个方程的一切解 , 然后把 tn - 1 的每一个值代入倒

数第二个方程求出它的一切解 , 这样做下去即得出 ( 1 ) 的一切解

(证明留给读者 ) .

在实际解多元一次不定方程时 , 我们是把 ti 看成常数 , 求出

(2 )中第 i - 1 个方程的整数解的一般形式 , 再从结果中消去 t2 ,

t3 , ⋯ , tn - 1 ,即得 ( 1) 的解 .我们看

例  求 9 x + 24 y - 5 z = 1 000 的一切解 .

解  (9 , 24) = 3 , (3 , - 5 ) = 1 ,故方程有解 .考虑方程

9 x + 24 y = 3 t , 即 3 x + 8 y = t

及 3 t - 5 z = 1 000 .

  由§1 的方法得

x = 3 t - 8 u ,

y = - t + 3 u ,

t = 2 000 + 5 v ,

z = 1 000 + 3 v ,

其中 u = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ , v = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ .消去 t ,得

x = 6 000 + 15 v - 8 u ,

y = - 2 000 - 5 v + 3 u ,

z = 1 000 + 3 v .

这就是我们所要求的结果 .
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习   题

1. 证明用本节所述的方法能求出( 1)的一切解 .

2. 把
17
60

写成分母两两互质的三个既约分数之和 .

§3  勾  股  数

在这一节里我们要研究一种特殊形式的二次不定方程 .在我

国古代数学书周髀算经中 , 已经载有“句广三 , 股修四 , 径隅五”①

(即“勾三 ,股四 , 弦五”的原始提法 ) 这个三边是整数的直角三角

形 ,因此已经知道了不定方程

x
2

+ y
2

= z
2

( 1)

的一组解 : 3 , 4 , 5 .刘徽九章注 (263 年 )中又载有 5
2

+ 12
2

= 13
2
, 8

2

+ 15
2

= 17
2
, 7

2
+ 24

2
= 25

2
, 20

2
+ 21

2
= 29

2
, 由此可知在我国古代已

经知道 (1 )的很多组整数解 .在古希腊 ,毕达哥拉斯也找到 ( 1) 的很

多组整数解 .因此 , 西方称这些解为毕达哥拉斯三元组 .本节目的

就在于求出 (1 )的一切解 .

显然 x = 0 , y = 0 , z = 0; x = 0 , y = ± z 或 y = 0 , x = ± z 是 (1 )

的解 ;除此以外 , (1)的每一组解都不包含零 .又要求 ( 1)的一切非零

解 ,只须求一切正整数解就够了 .因此假定 x > 0 , y > 0 , z > 0 .

若 (1 )有非零解 , 且 ( x , y ) = d > 1 , 则 d
2

| x
2

+ y
2
, 即 d

2
| z

2
,

d | z .此时可从 ( 1) 的两端约去 d , 因此再假定 ( x , y ) = 1 .

若 (1 )有非零解 , 则在一非零解 x , y , ( x , y ) = 1 中一定是一

奇一偶 ,这是因为由假定 ( x , y ) = 1 , x , y 不能同是偶数 ;又若 x , y

都是奇数 ,则 x
2

= 4 m + 1 , y
2

= 4 n + 1 , 而 x
2

+ y
2

= 4( m + n ) + 2 ,

但 z
2

= 4 N 或 4 N + 1 ,故 x
2

+ y
2
≠ z

2
, 因此不妨假定 x 是偶数 .所
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以我们要求 (1 )的一切解 , 只须求出满足上述三个假定的一切正整

数解就行了 .

为了解决这个问题我们先证明

引理  不定方程

uv = w
2
, w > 0 , u > 0 , v > 0 , ( u , v ) = 1 ( 2)

的一切正整数解可以写成公式 :

u = a
2

, v = b
2
, w = ab, a > 0 , b > 0 , ( a , b) = 1 . ( 3)

  证  ( i ) 设 u , v , w 是 ( 2 ) 的一解 .令 u = a
2

u1 , v = b
2

v1 ,

a > 0 , b > 0 , 其中 , u1 , v1 不再被任何数的平方整除 , 则 a
2

| w
2
,

b
2

| w
2

.因此 a | w , b | w .又 ( u , v ) = 1 ,故 ( a
2
, b

2
) = 1 , 因而 ( a , b)

= 1 .由此即得 ab | w .设 w = w1 ab, 代入 ( 2)即得

u1 v1 = w
2

1 .

若 w
2
1 ≠ 1 , 则有一质数 p , 满足 p

2
| w

2
1 .但由 u1 , v1 的定义及

( u1 , v1 ) = 1 ,可知 p
2
8 u1 v1 .故 w

2
1 = 1 , u1 v1 = 1 .但 w1 , u1 , v1 都

是正数 ,故 w1 = u1 = v1 = 1 , 因此 ,

u = a
2

, v = b
2
, w = ab, a > 0 , b > 0 , ( a , b) = 1 .

  ( ii) 反之 , ( 3) 式中的 u , v , w 显然满足 (2 )式 . 证完

定理 1  不定方程 ( 1)的适合条件

x > 0 , y > 0 , z > 0 , ( x , y ) = 1 , 2 | x ( 4)

的一切正整数解可以用下列公式表出来 :

x = 2 ab, y = a
2

- b
2
, z = a

2
+ b

2
, ( 5)

a > b > 0 , ( a , b) = 1 , a , b 一奇一偶 .

  证  ( i) (5 )是 ( 1) 的适合条件 (4 )的解 , 因为显然有

x
2

+ y
2

= 4 a
2

b
2

+ ( a
2

- b
2
)

2
= ( a

2
+ b

2
)

2
= z

2
,

x > 0 , y > 0 , z > 0 , 2 | x , 28 y .设 d = ( x , y ) , 则 d
2

| z
2
, d | z , 因此

d | a
2

+ b
2
, d | a

2
- b

2
, d | 2 ( a

2
, b

2
) .但 ( a , b) = 1 , 故 d = 1 或 2 .又

因 y 为单数 , d | y 即得 d = 1 .

( ii) 设 x , y , z 是适合条件 ( 4 ) 和 ( 1 ) 的任一组正整数解 , 则
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2 | x , ( x , y ) = 1 .因此 , y , z 都是奇数 ,而

x
2

2

=
z + y

2
·

z - y
2

,

其中
z + y

2
,

z - y
2

为互质的正整数 , 因为若 d =
z + y

2
,

z - y
2

则

d | z , d | y ,因而 d | x , 故 d = 1 .于是由引理有整数 a , b 存在使下

式成立 :

z + y
2

= a
2
,

z - y
2

= b
2
,

x
2

= ab , a > 0 , b > 0 , ( a , b) = 1 ,

即 x = 2 ab, y = a
2

- b
2
, z = a

2
+ b

2
, a > 0 , b > 0 , ( a, b ) = 1 .由 y

> 0 即得 a > b .又由 y 是奇数 , 可知 a , b 之中一奇一偶 . 证完

推论 1.1  单位圆周上的一切有理点可以表成

±
2 ab

a
2

+ b
2 , ±

a
2

- b
2

a
2

+ b
2 及 ±

a
2

- b
2

a
2

+ b
2 , ±

2 ab
a

2
+ b

2 ,

其中 a, b 不全为 0 , ±号可以任意取 .

近来中国数学史的研究表明 :《九章算术》卷九“勾股”第十四

题实际是说 :如果不定方程 ( 1) 的正整数解满足条件

( y + z )∶ x = m∶ n , 2 | x ,

则

y∶ x∶ z = m
2

-
1
2

( m
2

+ n
2
) ∶ m n∶

1
2

( m
2

+ n
2

) .

而且刘徽在该题的注中实际给出了证明 .这实际上就是本节的定

理 1 .

习   题

1. 证明推论 1.1 .

2. 求出不定方程

x
2

+ 3 y
2

= z
2

, ( x , y ) = 1 , x > 0 , y > 0 , z > 0

的一切正整数解的公式

3. 证明不定方程

x2 + y2 = z4 , ( x , y) = 1 , x > 0 , y > 0 , z > 0 ,2 | x
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的一切正整数解可以写成公式 :

x = 4 ab( a2 - b2 ) , y = | a4 + b4 - 6 a2 b2 | , z = a2 + b2 ,

a > 0 , b > 0 , ( a , b) = 1 , a , b 一奇一偶 .

*
§4  费马问题的介绍

在结束本章之前我们介绍一个与不定方程有关的问题 , 即所

谓“费马大定理”( Fermat’s last theorem , 以下简记为 F LT) .大约

在 1637 年前后 , 法国数学家费马在丢番图的《算术》(译本 ) 的第二

卷关于毕达哥拉斯三元组的页边上 , 写下了他认定的一段结论 :

“不可能将一个立方数写成两个立方数的和 ; 或者将一个 4 次幂写

成两个 4 次幂之和 ; 或者 , 一般地说 , 不可能将一个高于 2 次的幂

写成两个同次幂的和 .”接着他又俏皮地写下一个附加的评注 :“我

对此命题有一个十分美妙的证明 ,这里空白太小 , 写不下 .”这就是

说 ,费马认为他证明了下面的结论 : 当 n≥3 时 ,不定方程

x
n

+ y
n

= z
n

( 1)

没有正整数解 .上述的评注是在费马死后五年的 1670 年发表的 .事

实上 ,人们遍寻费马的手迹 ,并没有发现这一“美妙的证明”,而只看

到他对于 n = 4 的情形 ,即下面定理 1 的证明 .费马对这一证明颇为

得意 ,命名为“无穷下降”法 , 或许费马认为用这种方法可以证明任

意 n≥3 的情形 .但事实远不是那样简单 .因此只能认为上述结论是

费马的一个猜想 .后来很多数学家努力寻求这一结论的证明 , 以至

除了它以外 ,费马提出的所有猜想早已得到解决 ,所以人们常常称

它为 FLT .这个困惑了世间智者 358 年的谜 , 终于在 1994 年 , 由一

个英国出生、在普林斯顿大学数学系工作的数学家安德鲁·怀尔斯

(Andrew Wiles)所证明 .我们先看 n 是 4 的倍数的情形 .

当 4 | n 时 , (1 )式可以写成下列形式 :

( x
n
4 )

4
+ ( y

n
4 )

4
= ( z

n
4 )

4
.

所以 ,若能证明 n = 4 时 , (1 )式没有正整数解 ,则对于能被 4 整除
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的任何正整数 n 来说 , (1 )式没有正整数解 .我们现在先证明

定理 1  x
4

+ y
4

= z
2
没有正整数解 .

证  假定上述命题不真 ,即上述不定方程有正整数解 , 那么在

这些解中 ,一定有一个解使得 z 的值比其余的解中 z 的值小 , 即存

在一个最小的正整数 u , 使

x
4

+ y
4

= u
2
, x > 0 , y > 0 , u > 0 ( 2)

有解 .这时 ( x , y ) = 1 ,不然的话 , 就有 ( x , y ) > 1 ,且

x
( x , y )

4

+
y

( x , y)

4

=
u

( x , y)
2

2

,

但 0 <
u

( x , y )
2 < u ,与 u 的假定矛盾 , 其次由§3 的讨论 , x

2
, y

2
必

定一奇一偶 ,因此不妨假定 2 | x
2

.由§3 的定理即得

x
2

= 2 ab , y
2

= a
2

- b
2
, u = a

2
+ b

2
, ( 3)

其中 a > b > 0 , ( a , b) = 1 , a, b 一奇一偶 .因此 2 | x , 28 y , 并且

28 a , 2 | b .因为不然的话 , 就有 b = 2 b1 + 1 , a = 2 a1 , 而 y
2

=

4( a
2
1 - b

2
1 - b1 ) - 1 .但又有 y = 2 y1 + 1 , y

2
= 4 ( y

2
1 + y1 ) + 1 .比较

两个结果 ,就得到了矛盾 .

于是可设 b = 2 c, 得到

x
2

= ac, ( a, c) = 1 .

由§3 引理即得

a = d
2
, c = f

2
, d > 0 , f > 0 , ( d , f ) = 1 .

再由 (3 )即得

y
2

= d
4

- 4 f
4
,即 (2 f

2
)

2
+ y

2
= ( d

2
)

2
,

且 (2 f
2
, y ) = ( 2 f

2
, d

2
) = ( b, a ) = 1 , 2 f

2
> 0 , y > 0 .故由§3 的定

理即得

2 f
2

= 2 lm , d
2

= l
2

+ m
2
, l > 0 , m > 0 , ( l , m ) = 1 .

再由§3 的引理即得

l = r
2
, m = s

2
, r > 0 , s > 0 .
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代入上式即得

r
4

+ s
4

= d
2
, r > 0 , s > 0 , d > 0 .

但 d ≤ d
2

= a < a
2

+ b
2

= u .

这与 u 的定义矛盾 , 故定理获证 . 证完

推论  x
4

+ y
4

= z
4
没有正整数解 .

用本节定理 1 前面所用的讨论方法 , 可以知道如果能够再证

明对于任一奇质数 p 来说 , (1 )式没有正整数解 ,那么对于 p 的任

一倍数 n 来说 , ( 1)式也没有正整数解 , 而费马问题也就完全解决

了 (因为大于 2 的正整数若没有奇质数因数 , 便是 4 的倍数 ) .但是

对于 FLT 的奇质数情形的证明经历了漫长而曲折的道路 , 这个探

索过程 ,对于数学的发展有很大的推动作用 , 对于理解数学既有趣

又很有启发意义 ,所以我们花费一些篇幅加以介绍 .

首先是 FLT 提出一百多年以后 , 欧拉大约在 1753 年至 1770

年之间才运用代数整数环 Z [ e
2πi�/3

] 的性质 ( 基本上 ) 证明了 p = 3

的情形 ,证明中的一个漏洞后来由勒让德 ( Legendre) 补充 , 勒让德

和狄利克雷 (Dirichlet ) 分别于 1825 和 1828 年独立地证明了 p = 5

的情形 ,拉梅 ( Lamé)于 1839 年证明了 p = 7 情形 .他们的证明原

则上要分别用到 Z [ζ5 ] 和 Z [ζ7 ] 的惟一分解性 (即其中的算术基

本定理 ) , 此处ζp = e
2πi�/p

是 p 次单位根 , Z [ζp ] 表示由整数环与 ζp

生成的环 ,而这在当时并未严格证明 .1847 年 ,拉梅给出了一个错

误的证明 ,错误是在知道了库默尔 ( Kummer )的结果以后发现的 ,

即承认了 Z [ζp ]的惟一分解性 .

在 19 世纪 , 对 FLT 的证明做出最大贡献的恐怕要算库默尔 .

他早在 1844 年证明 :如果 Z[ζp ]具有惟一分解性 , 则 FLT 对 p 成

立 ;他用统一的方法得到 : 当 p≤19 时 , Z [ζp ]具有惟一分解性 , 因

而 FLT 成立 ;但是 Z [ζ2 3 ] 不具有惟一分解性 .在证明过程中 , 对

于 p≤19 的情形 , 应用了费马的无穷下降法 , 他还创造性地使用

了 p - adic 逼近和局部化思想研究出单位的另一重要特性 (现在
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称为库默尔引理 ) .对于 Z [ζp ] 不具有惟一分解性的 p , 库默尔在

1847 年至 1851 年又发明一种“理想数”,它具有惟一分解性 .他利

用“理想数”的惟一分解这一特性使得 FLT 的证明获得重大突破 .

他定义了 Z [ζp ]的类数 hp ,并证明 : Z[ζp ]具有惟一分解性当且仅

当 hp = 1 , 所以剩下的问题是研究 hp ≥2 的情形 .他证明 : 如果 p

不能整除 hp (称为正规数 ) ,则 FLT 对 p 成立 .他进一步建立了正

规数的一种判别法 ,验证了 : 在 p≤100 中 , 除 37 , 59 和 67 外都是

正规数 , 因而 F LT 对这些 p 成立 .后来 , 他又采用进一步的方法

证明 FLT 对 p = 37 , 59 和 67 也成立 .但是它的证明有些漏洞 , 直

到 20 世纪 20 年代才由人补上 .由此得到了 : F LT 对 p≤ 100 成

立 .库默尔不但对 F LT 的进展做出了贡献 .而且对分圆域的整数

环 ,理想类数和单位群作了奠基性的工作 .分圆域至今仍然是代数

数论研究得最多的领域之一 .希尔伯特在 1900 年世界数学家大会

上谈到研究数学问题的重要性时 , 有如下的一段论述 : 对 FLT 的

研究“提供了一个明显的例子 , 说明这样一个非常特殊、似乎不十

分重要的问题会对科学产生怎样令人鼓舞的影响 .受费马问题的

启发 ,库默尔引进了理想数 , 并发现了把分圆域的理想数分解为理

想质数的惟一分解定理 , 这个定理今天已被戴德金 ( Dedekind ) 和

克罗内克 ( Kronecker)推广到任一代数数域 , 在近代数论中占着中

心地位 ,其意义已远远超出数论的范围而深入到代数和函数论的

领域 .”(康·瑞德·希尔伯特———数学世界的亚历山大 .袁向东 , 李

文林译 .上海科学技术出版社 , 2001 )

从库默尔以后至 20 世纪 70 年代 ,人们继续证明 FLT 对更大

的质数成立 .到 1976 年有人证明 : FLT 对所有小于 125 000 的质

数成立 ;对于一直认为是比较容易的情形 , 即对于奇质数 n = p ,

(1 )没有 x , y , z 都不被 p 整除的解的情形 , 也只是在 1971 年证明

p < 3·10
9

.这些研究没有实质上的新思想和方法 , 可以说 , FLT 的

研究没有本质的进展 .历史发展到此 , 人们对完全解决 F LT 看不

出任何希望 ,以至不少著名数学家认为解决 F LT 是 21 世纪的事 .

·04·



但是 ,“山重水复疑无路 , 柳暗花明又一村 ,”历史确实在曲折地前

进 .事实上 , 在与 F LT 看来无关的其他数学分支中 , 涌动着解决

FLT 的新方法 .下面我们简单地介绍这一段对人们有启发性的而

且饶有兴趣的历史 .

1983 年德国年青数学家法廷斯 ( Faltings) 结合使用了苏联和

美国哈佛两个代数几何学派的工作 ,证明了莫代尔猜想 : 如果有理

系数的多项式方程 Q ( x , y ) = 0 定义的曲线的亏格≥2 , 则此方程

只有有限多个有理数解 .法廷斯在证明上述结论时 , 使用了 20 世

纪 50 年代以来发展的现代代数几何工具 .由于当 n≥4 时 , (1 ) 的

亏格≥2 , 上述结论很容易推出 :对于每一 n≥4 , ( 1)只有有限个整

数解 .这个结论与 F LT 的要求还有很大的距离 .但是人们感觉毕

竟是从另外的角度向 FLT 靠近 ,而且有希望从代数几何方面获得

解决 FLT 的有力工具 .

现在我们进入故事的最有兴趣的部分 , 其中有很多值得我们

体会和学习的东西 .在德国黑森林州中部的名叫 Oberwalfach 的

小镇 ,多年来 , 这里成为世界各地数学家的“旅游区”, 每年举行几

十个由顶尖高手主持的、研讨热门数学问题的高级研讨会 , 交流数

学成果和思想 .这里没有卡拉 OK , 私人房间里没有电视机 , 有的

是黑板、图书、计算机房间和供数学家交谈的咖啡室 .1984 年秋 ,

一群优秀的数论学家聚会 ,讨论关于椭圆曲线的各种突破性工作 .

德国的数论学家费雷 ( G.Frey) 作讲演 : 如果方程 ( 1 ) ( n = p 的情

形 )有一组整数解 ( x , y , z ) = ( a , b , c ) , abc≠0 , 然后他在黑板上

写下一条椭圆曲线的方程

y
2

= x ( x - c
p
) ( x + b

p
) ,

这条曲线后来便称为弗雷曲线 .然后他推导出这条曲线不满足关

于椭圆曲线的谷山 - 志村 - 韦依 ( Taniyama - Shimuru - Weil ,

TSW) 猜想 .也就是说 , 如果 FLT 不成立 , 那么著名的 TSW 猜想

也不成立 ,即由 TSW 猜想可以推出 FLT ! 这可以说是一个证明

FLT 的方案 .
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一般的椭圆曲线是由下列方程

y
2

= ax
3

+ bx
2

+ cx + d

定义 ,其中 a , b, c , d 是有理数 ,而且右边的三次多项式没有重根 ,

椭圆曲线是古老的研究对象 , 它的理论又是现代数论的一个重要

分支 .TSW 猜想的大意是 : Q ( 有理数集 ) 上的每条曲线都是模曲

线 .它是 20 世纪 50 年代中期谷山通过一些具体例子的计算而提

出来的 ,开始的形式不太明确 , 通过志村和韦依的努力 , 使之明确

起来 .它的特点是将代数几何的对象 (椭圆曲线 ) 与表示论的对象

(模形式 ) 联系起来 .比较明确的陈述断言 : Q 上的一条椭圆曲线的

L—函数 (它测量对所有质数 p 曲线 mod p 的性质 )可以和从一个

模形式导出的傅里叶级数的积分变换等同 .T SW 猜想的重要性

(不论它与 F LT 的联系 )在于它是“朗兰兹 ( Langlands )纲领”的一

个特例 .后者是对现在诸多数学领域一种统一性的看法和普遍性

的观点 ,是朗兰兹和他的同事们提出来的互相关联的一个规模宏

大的猜想网 ,其中有些猜想甚至还没有形成很明确的数学语言 .用

数学证明其中的猜想是当今数学的主流之一 .

现在再回来介绍弗雷提出的由 TSW 猜想证明 FLT 的方案的

进程 .在弗雷讲演的时候 , 所有在场的听众都发现其中有个明显的

逻辑错误 .每个人都希望自己能补救这一缺陷 , 但是通过几个月的

实践 ,大家知道问题并不简单 .一直到 1986 年世界数学家大会期

间 , 弗 雷 讲 演 的 两 位 听 众———里 贝 特 ( K.Ribet ) 和 梅 祖 尔

( B.Mazur)会面时 , 前者向后者讲述他两年来试图完善弗雷讲演

的策略和遇到的困难 ,而后者告诉他 :“你已经完成了它 , 只是需要

加上一些 M—结构 ,然后再作一遍你的论证就行了 .”就这样 , 里

贝特很快完成了证明弗雷论断的工作 .

于是证明 FLT 的问题转化为证明 TSW 猜想 , 甚至只要对弗

雷曲线证明 TSW 猜想成立就可以了 .但是当时多数数学家认为

这件事情是非常困难的 ,认为那是一件很遥远的事情 , 里贝特本人

也持悲观态度 :“绝大多数人相信谷山 - 韦依猜想是完全无法接近

·24·



的⋯⋯我甚至没有想到要去试一下 .”但是怀尔斯确是“地球上敢

大胆梦想可以实际上证明这个猜想的极少数几个人之一 .”1986

年伯克利世界数学家大会召开后不久的夏末 , 他得知里贝特的工

作 .立刻唤起了他童年的梦想 , 而且他当时已经成长为在数论 , 特

别是椭圆曲线和模形式方面的成熟而杰出的年青数学家 .他一方

面自信有能力和坚实的基础去研究 TSW 猜想的证明 , 另一方面 ,

他也深知这是非常艰巨的 .他自忖 :“当然 , 已经很多年了 , 谷山 -

志村猜想一直没有解决 .没有人对怎样处理它有任何想法 , 但至少

它属于数学的主流 ,⋯⋯我不认为我在浪费自己的时间 .这样 , 吸

引了我一生的费马传奇故事和一个专业上有用的问题结合起来

了 .”怀尔斯下决心研究 TSW 猜想 , 从那时起的 7 年中 ,他除了教

书、指导研究生和参加必要的讨论班以外 , 放弃了所有与证明

TSW 猜想无关的研究工作 , 不参加学术会议和报告会 , 躲进家中

的书房 ,一心一意研究 TSW 猜想 .他不与任何人讨论 , 也不发表

任何部分结果 .反而为了掩人耳目 , 他不时发表一篇小论文 .他这

样做有自己的想法 :“我意识到与费马大定理有关的任何事情都会

引起太多的兴趣 .除非你的专心不被他人分散 , 否则你不可能很多

年都使自己的精力集中 , 而这一点会因旁观者太多而做不到 .”他

这样做果然得到了应有的效果 .与他关系密切的同事也没有注意

到他的专心所在 ;他的老师 ( J.Coates) 也毫不知情 , 老师回忆 :“我

记得在许多场合对他讲 , 与费马的这种联系非常好 , 但要证明谷

山 - 志村猜想仍然是毫无希望的 .他当时只是对我笑笑 .”里贝特

对他这种做法表示不理解 , 觉得并无好处 :“这大概是我知道的仅

有的例子 ,一个人进行了这么长时间的研究而不公开他在做什么 ,

也不谈论他正在取得的进展⋯⋯在我们的集体中 , 人们总是分享

他们的想法⋯⋯如果你把自己与此隔绝起来 , 那么从心理学的角

度来看你是在做非常古怪的事情 .”

正当怀尔斯向着证明 TSW 猜想走出第一步 , 在伽罗瓦表示

方面取得突破性进展的时候 , 1988 年 3 月 8 日 , 他读到《华盛顿时
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报》和《纽 约时 报》宣 称东 京大 学 38 岁的 宫冈 洋 一 ( Yoichi

Miyaoka)证明了 FLT 的头版消息 ,大吃一惊 .当时 ,宫冈只是在波

恩的普朗克研究所的 2 月 25 日讨论班上发表了他从微分几何的

角度通过证明博哥莫洛夫 - 宫冈 - 丘成桐 ( Bogomolov - Miyaoka

- Yau ,BMY)不等式解决了 FLT 对充分大的 p 成立的问题 .那时

正是继法廷斯证明了莫代尔猜想之后 ,几何学家们对解决 F LT 充

满期望的时候 .笔记由别人送给欧美一些名家 , 引起了轰动 .但是

在预定于 3 月 22 日召开的宣布此结果的代数几何研究集会的前

一夜发现了存在相当深刻的问题 .不久经过一些行家的仔细研究 ,

发现了逻辑上的错误 ,一批数论学家试图补救也无济于事 .像过去

也有过的几次失败一样 ,宫冈还是做出了新的有趣的数学成果 , 作

为微分几何在数论中的应用 ,具有其本身的存在价值 , 后来被一些

数学家用来证明其他的定理 .这一场“宫冈旋风”使怀尔斯虚惊一

场 .

1990 年 , 怀尔斯开始试图通过研究岩泽 ( Iwasawa ) 理论来寻

找突破口 ,到了 1991 年夏天 ,他感到改进岩泽理论努力已经失败 ,

再一次查阅了所有文献 ,仍然找不到一种技术帮助他实现突破 .他

认为在作了 5 年隐士之后 , 应该重返学术交流圈以便了解最新数

学进展 .他参加了在波士顿举行的椭圆曲线会议 .在这个会议上 ,

他的老师科茨告诉他 , 一位名叫弗莱切 ( M.Flach ) 的学生运用科

利瓦金 ( Kolyvagin , 苏联青年数学家 ) 的方法研究椭圆曲线 .怀尔

斯意识到这个方法对他很适用 ,回到普林斯顿以后 , 他用科利瓦金

- 弗莱切方法对某些椭圆曲线解决了他的伽罗瓦表示问题 , 他感

到胜利在望 .但为了达到最终目的 , 还需要发展这种方法 .但是这

涉及许多复杂的而他并不真正熟悉的方法 , 其中有许多很艰深的

代数 ,需要他去学习许多新的数学 .为了保证证明的正确 , 他决定

向同事尼克·凯兹 ( N.Katz) 提出一起讨论这个问题的建议 , 因为

他认为凯兹既是这方面的专家 ,又能替他保密 .为了保证检查是彻

底的 ,凯兹建议怀尔斯为研究生开一个课程 , 这样他们可以一步一
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步地核对 .于是他们通过名为“椭圆曲线的计算”的讲座仔细地检

查这个冗长乏味、繁琐难懂的计算过程的每一步 .几个星期以后 ,

研究生一个个地离开 , 而凯兹成了惟一的听众 .当课程结束时 , 凯

兹的评价是科利瓦金 - 弗莱切方法似乎是完全可行的 .讲座一结

束 ,怀尔斯就专心致志地从事与完成他的证明 , 终于在 1993 年的

5 月 , 他确信证明已经完成 .6 月在剑桥举行“ L—函数和算术”学

术会议 ,会议的组织者之一、他的老师科茨应他的请求 , 破例为他

安排了题为“模形式、椭圆曲线和伽罗瓦表示”的三次讲演 .这个题

目像他给研究生的题目一样 ,是如此的朦胧 , 完全没有透露讲演的

最终目的 .他的讲演也只字不提费马猜想 , 最后一句话是 :“这样我

就对所有半稳定 ( semistable )椭圆曲线证明了 TSW 猜想”.在场的

所有专家都知道 ,弗雷曲线是半稳定的 , 所以 FLT 也就证明了 , 而

且他们从怀尔斯的讲演内容和自己的经验判断 , 这次对证明 F LT

的尝试是可信的 .因此通过各种先进的通讯工具 , 消息立刻传遍了

世界 .对数学家来说 , 证明 TSW 猜想的成就比解决 FLT 更大 .这

次会议有中国数学家参加 ,当天在国内就获知这一信息 .

一阵热烈兴奋之后 ,开始了严格的审查 .审查人六位 , 每人负

责一章 ,其中第三章审查者凯兹在 8 月发现了一个问题 .开始怀尔

斯认为容易补救 ,后来逐渐认识到采用科利瓦金 - 弗莱切方法仍

有障碍 .经过一个秋天 , 在各种传闻和情绪的压力下 , 怀尔斯在

1993 年 12 月 4 日向数学界发了一个电子邮件 , 说明他对证明的

检验过程 ,“⋯⋯发现很多问题 ,大部分已经解决 , 但是有一个特别

的问题我还没有解决⋯⋯我相信在不远的将来我能够使用我在剑

桥演讲中解释过的想法完成它 .”在这困难的时刻 , 怀尔斯向他在

普林斯顿的另一位好友萨尔纳克 ( P .Sarnak ) 说 , 他准备公开承认

失败 .萨尔纳克建议他应当找一个他信赖的、而且熟悉科利瓦金 -

弗莱切方法的专家经常一起讨论技术细节 , 鼓励他用这种方式再

试下去 .怀尔斯经过认真考虑以后 , 决定邀请在剑桥工作的、他以

前的学生、文章的审稿人之一理查德·泰勒 ( R.Taylor) 来一起工
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作 .但一直到 1994 年夏天仍然没有新的突破 .这年 8 月 , 世界数学

家大会在苏黎世召开 ,怀尔斯已经与菲尔兹奖无缘 , 但是大会仍然

邀请他在闭幕式上作最后一个大会报告 .他坦诚地介绍自己对

TSW 猜想工作到什么程度 ,为了得到 F LT 还需要做那些工作 , 何

时能够完成 ,他也不知道 .整个大厅以极热烈的掌声回答他的演

讲 ,认可他为数论学者提供了一大套新技术和策略 , 这给他很大的

安慰 .

就在会后不久 ,一个星期一的早晨 , 他准备再一次寻找失败的

原因时 ,突然冒出了一个想法 : 将 (放弃的 ) 岩泽理论与科利瓦金 -

弗莱切方法结合起来 ! 果然情况确实如此 .证明最后归结为一个

纯代数问题 :关于 Hecke 环的完全交性质 .这最后关口是他与泰勒

一起共同完成的 .1994 年 10 月 25 日 , 两篇文章一起寄到国际权

威数学刊物《Annals of Mathematics》, 一篇是怀尔斯署名的《模椭

圆曲线和费马大定理》, 另一篇是他与泰勒合作的《某些 Hecke 代

数的环论性质》 .在法廷斯对其中部分论证作了重大简化之后 , 文

章于 1995 年正式发表 .至此 , 一个困惑了人间智者 358 年的谜揭

开了———FLT 正式获得证明 .1996 年 , 怀尔斯和朗兰兹共同获得

沃尔夫奖 .这个奖通常授予毕生为世界数学做出突出贡献的长者 ,

怀尔斯是第一位获此殊荣的四十多岁的年青数学家 .1998 年世界

数学家大会授予他一个特别 Fields 奖 ( 因为他正式证明 F LT 的

1994 年时已经过了四十岁 ) .

在怀尔斯证明 FLT 之后近 4 年 , TSW 猜想获得证明 .

回顾 FLT 获得证明的历程 , 除了解决这一著名的猜想以外 ,

至少有以下几点值得关注 : ( 1 ) 一个难题的解决常常需要创造新

的方法 ,而这就推动了数学的发展 , 甚至后者比解决难题本身更重

要 .( 2) 数学具有统一性 , 表面上看来不同的对象 , 有时蕴含着深

刻的联系 ,因此学科之间的交叉是重要的 , 而且值得重视 .( 3 ) 在

独自深入钻研的基础上的学术交流是至关重要的 , 常常是创新思

想的产生或解决难点的催产素 .为此创造良好的交流环境同样是
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十分重要的 .

关于证明 FLT 的有关资料可参考以下文章及专著 :

1  Rubin K, Silverberg A . A report on Wiles’Cambridge

lectures.Bull of Amer .Math .Soc .( NS ) , 1994 ,31: 15 - 38

2  Falting G . The proof of Fermat’s Last Theorem by R .

Taylor and A .Wiles .Notices of The AMS. July 1995: 743 - 746

3  [ 英 ]西蒙·辛格著 .费马大定理———一个困惑了世间智者

358 年的谜 .薛密译 .上海译文出版社 , 1998

4  冯克勤 .代数数论简史 .湖南教育出版社 , 2002

习   题

证明下列各不定方程无解 :

( i) x
4

+ 4 y
4

= z
2

, x > 0 , y > 0;

( ii) x4 - y4 = z2 , y > 0 , z > 0 .
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第三章  同   余

在日常生活中 ,我们所要注意的常常不是某些整数 , 而是这些

数用某一固定的数去除所得的余数 .例如我们问现在是几点钟 , 就

是用 24 去除某一个总的时数所得的余数 .又如问现在是星期几 ,

就是问用 7 去除某一个总的天数所得的余数 , 同是几点钟或同为

星期几 ,常常在生活中有同样的意义 .这样 , 就在数学中产生了同

余的概念 .这个概念的产生可以说大大丰富了数学的内容 .本章首

先介绍同余的概念及其基本性质 ,进而介绍所谓完全剩余系及简

化剩余系 ,然后建立两个著名的定理 , 并说明它们对于循环小数及

公开密钥的应用 .在最后一节里 , 我们介绍几个简单的三角和 .

§1  同余的概念及其基本性质

让我们从具体例子出发 .假如我们知道某月 2 号是星期一 , 那

么 9 号、16 号都是星期一 , 总之用 7 去除某月的号数 , 余数是 2 的

都是星期一 ,仿照这个例子 , 我们可以给出下面的

定义  给定一个正整数 m , 把它叫做模 .如果用 m 去除任意

两个整数 a 与 b 所得的余数相同 , 我们就说 a , b 对模 m 同余 , 记

作 a≡ b( mod m ) .如果余数不同 , 我们就说 a , b 对模 m 不同余 ,

记作 aá b( mod m ) .

由定义立刻可以得到下列三个性质 :

甲  a≡ a( mod m ) ,

乙  若 a≡ b( mod m ) ,则 b≡ a( mod m ) ,

丙  若 a≡ b( mod m ) , b≡ c( mod m ) , 则 a≡ c( mod m ) .

定理 1  整数 a , b 对模 m 同余的充分与必要条件是 m | a
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- b, 即 a = b + m t , t 是整数 .

证  设 a = mq1 + r1 , b = mq2 + r2 , 0≤ r1 < m , 0≤ r2 < m , 若

a≡ b( mod m ) ,则 r1 = r2 , 因此 a - b = m ( q1 - q2 ) .反之若 m |

a - b, 则 m | m ( q1 - q2 ) + ( r1 - r2 ) ,因此 m | r1 - r2 .但 | r1 - r2 |

< m ,故 r1 = r2 . 证完

定理 1 说明同余这一概念又可定义如下 :若 m | a - b, 则 a , b

叫做对模 m 同余 .

由定理 1 及整除的性质可以很容易得到下列与相等类似的性

质 :

丁  ( i) 若 a1 ≡ b1 ( mod m ) , a2 ≡ b2 ( mod m ) ,则

a1 + a2 ≡ b1 + b2 ( mod m ) .

( ii) 若 a + b≡ c( mod m ) ,则 a≡ c - b( mod m ) .

证  由定理 1 , a1 = b1 + m t1 , a2 = b2 + m t2 , 因此

a1 + a2 = b1 + b2 + m ( t1 + t2 ) ,

即得 ( i) .由 ( i )

c - b≡ c + ( - b)≡ ( a + b) + ( - b)≡ a( mod m ) . 证完

戊  若 a1 ≡ b1 ( mod m ) , a2 ≡ b2 ( mod m ) ,则

a1 a2 ≡ b1 b2 ( mod m ) ,

特别地 ,若 a≡ b( mod m ) , 则 ak≡ bk ( mod m ) .

证  由定理 1 , a1 = b1 + m t1 , a2 = b2 + m t2 .因此

a1 a2 = b1 b2 + m ( b1 t2 + b2 t1 + m t1 t2 ) .

故 a1 a2 ≡ b1 b2 ( mod m ) . 证完

一般地 ,我们有

定理 2  若 Aα
1
⋯α

k
≡ Bα

1
⋯α

k
( mod m ) ,

xi≡ yi ( mod m ) , i = 1 , 2 ,⋯ , k ,

则  ∑
α

1
, ⋯ ,α

k

Aα
1
⋯α

k
x
α

1 ⋯ x
α

k
k ≡ ∑

α
1

, ⋯ , α
k

Bα
1
⋯α

k
y
α

1
1 ⋯ y

α
k

k ( mod m ) .

特别地 ,若 ai≡ bi ( mod m ) , i = 0 ,1 ,⋯ , n , 则
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an x
n

+ an - 1 x
n - 1

+ ⋯ + a0 ≡ bn x
n

+ bn - 1 x
n - 1

+ ⋯ + b0 ( mod m ) .

证明留给读者 .

己  若 a≡ b( mod m ) ,且 a = a1 d , b = b1 d , ( d , m ) = 1 ,则

a1 ≡ b1 ( mod m ) .

证  由定理 1 , m | a - b, 但 a - b = d ( a1 - b1 ) , ( d , m ) = 1 ,

故 m | a1 - b1 ,即 a1 ≡ b1 ( mod m ) . 证完

我们还可以由定理 1 及整除的性质立刻得出一些不与相等类

似的性质 .

庚  ( i) 若 a≡ b( mod m ) , k > 0 ,则 ak≡ bk( mod m k ) .

( ii) 若 a≡ b( mod m ) , d 是 a , b 及 m 的任一正公因数 ,则

a
d
≡

b
d

mod
m
d

.

证明留给读者 .

辛  若 a≡ b( mod mi ) , i = 1 , 2 , ⋯ , k , 则

a≡ b( mod[ m1 , m2 , ⋯ , mk ] ) .

证  由定理 1 , m i | a - b, i = 1 , 2 , ⋯ , k , 再由第一章§3 定

理 ,即得 [ m1 , m2 ,⋯ , mk ] | a - b, 故由定理 1 即得

a≡ b( mod[ m1 , m2 , ⋯ , mk ] ) . 证完

壬  若 a≡ b( mod m ) , d | m , d > 0 , 则 a≡ b( mod d) .

证明留给读者 .

癸  若 a≡ b( mod m ) ,则 ( a , m ) = ( b, m ) , 因而若 d 能整除

m 及 a , b 二数之一 , 则 d 必能整除 a , b 中的另一个 .

证  由定理 1 , a = b + m t ,再由第一章§2 定理 3 即得

( a , m ) = ( b , m ) . 证完

以上所讲的每一个性质都是很简单的 .但是都非常重要 , 读者

应该特别注意 ,以求能够灵活运用 .

在结束本节以前 ,我们再谈一谈本节所列性质在算术里的两

个应用 .
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Ⅰ. 检查因数的一些方法

A  一整数能被 3( 9) 整除的必要且充分的条件是它的十进位

数码的和能被 3( 9)整除 .

证  显然我们只须讨论任一正整数 a 就够了 .按照通常方

法 ,把 a 写成十进位数的形式 ;即

a = an 10
n

+ an - 1 10
n - 1

+ ⋯ + a0 , 0≤ ai < 10 .

因 10≡1( mod3) , 故由定理 2 得

a≡ an + an - 1 + ⋯ + a0 ( mod3) .

由性质癸 ,即知 3 | a 当且仅当 3 ∑
n

i = 0

ai .同法可得 9 a 当且仅当

9 ∑
n

i = 0

ai . 证完

B  设正整数

a = an 1 000
n

+ an - 1 1 000
n - 1

+ ⋯ + a0 , 0≤ ai < 1 000 ,

则 7(或 11 , 或 13 )整除 a 的必要且充分的条件是 7 ( 或 11 或 13)

整除

( a0 + a2 + ⋯ ) - ( a1 + a3 + ⋯ ) = ∑
n

i = 0

( - 1)
i
ai .

证  因为 1 000 与 - 1 对模 7 (或 11 , 或 13) 同余 , 故由定理 2

知 a 与∑
n

i = 0

( - 1 )
i

ai 对模 7( 或 11 , 或 13 )同余 .由性质癸 , 7 (或 11 ,

或 13 )整除 a 当且仅当 7 (或 11 ,或 13) 整除∑
n

i = 1

( - 1)
i

ai . 证完

我们来看几个例子 :

例 1  若 a = 5 874 192 , 则

∑
n

i = 0

ai = 5 + 8 + 7 + 4 + 1 + 9 + 2 = 36

能被 3 , 9 整除 .故由 A , a 能被 3 ,9 整除 .

例 2  若 a = 435 693 ,则
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∑
n

i = 0

ai = 4 + 3 + 5 + 6 + 9 + 3 = 30

能被 3 整除 , 故由 A , 3 是 a的因数 .但∑
n

i = 1

ai 不能被 9 整除 , 故 9 不

是 a 的因数 .

例 3  若 a = 637 693 ,则 a = 637·1 000 + 693 ,

∑
n

i = 0

ai = 693 - 637 = 56

能被 7 整除而不能被 11 与 13 整除 .故由 B , 7 是 a 的因数 , 但 11 ,

13 不是 a 的因数 .

例4  若 a = 75 312 289 ,则 a = 75·1 000
2

+ 312·1 000 + 289 ,

∑
n

i = 0

ai = 289 - 312 + 75 = 52

能被 13 整除 , 而不能被 7 , 11 整除 .故由 B , 13 是 a 的因数 , 而 7 与

11 不是 a 的因数 .

Ⅱ. 弃九法 ( 验算整数计算结果的方法 )  假设我们由普通乘

法的运算方法求出整数 a, b 的乘积是 P ,并令

    a = an 10
n

+ an - 1 10
n - 1

+ ⋯ + a0 , 0≤ ai < 10 ,

    b = bm 10
m

+ bm - 1 10
m - 1

+ ⋯ + b0 , 0≤ bj < 10 ,

    P = cl 10
l

+ cl - 1 10
l - 1

+ ⋯ + c0 , 0≤ ck < 10 .

我们说 :如果

∑
n

i = 0

ai ∑
m

j = 0

bj á ∑
l

k = 0

ck ( mod9) , ( 1)

那么所求得的乘积是错误的 .因为由定理 2 及性质戊 ,

ab ≡ ∑
n

i = 0

ai ∑
m

j = 0

bj ( mod9 ) , P ≡∑
l

k = 0

ck ( mod9 ) .

若 ∑
n

i = 0

ai ∑
m

j = 0

bj á ∑
l

k = 0

ck ( mod9) ,
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则 abá P( mod9) , 故 ab 不是 P .

以上所说就是弃九法的原理 .在实际验算时 , 若 ai , bj , ck 中有

9 出现 ,还可以去掉 (因 9≡0 ( mod9 ) ) .我们看一个例子 .

例 5  设 a = 28 997 , b = 39 495 .如果按照普通计算方法得到

a , b 的乘积是 P = 1 145 236 415 , 那么我们按照上述方法

a≡17( mod9) , b≡3( mod9) , P≡32 ( mod9 ) .

但 3·17á 32 ( mod9 ) ,

故知计算有误 .

依照上述方法的道理 ,同样可以得出验算和、差的正确性的方

法 .这个验算方法的优点在于很容易求出 ( 1) 式 , 因此验算可以进

行得比较快 .

但是应该特别注意当使用弃九法时 ,得出的结果虽然是

(∑ ai ) (∑ bj )≡∑ ck ( mod9 ) ,

也还不能完全肯定原计算是正确的 .例如在上面的例中 , 正确的结

果是1 145 236 515 .如果有人计算出来的结果是1 145 235 615 .那

么用弃九法 ,就得

3·17≡33 ( mod9 ) ,

而并未检查出错误来 ,因此这个验算方法并不能完全保证运算的

正确性 .

习   题

1. 证明定理 2 及性质庚 ,壬 .

2. 设正整数

a = an 10 n + an - 1 10
n - 1

+ ⋯ + a0 , 0≤ ai < 10 ,

试证 11 整除 a 的充分且必要条件是 11 整除 ∑
n

i = 0

( - 1)
i
ai .

3. 找出整数能被 37 ,101 整除的判别条件来 .

4. 证明 641 | 2
32

+ 1 .

5. 若 a 是任一单数 ,则
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a
2

n

≡1( mod2
n + 2

) ( n≥1) .

6. 应用检查因数的方法求出下列各数的标准分解式 :

( i) 1 535 625 ,

( ii) 1 158 066 .

§2  剩余类及完全剩余系

我们在上节引进了同余的概念 .由于有了同余的概念 , 我们就

可以把余数相同的数放在一起 ,这样就产生了剩余类的概念 .本节

的目的就是讨论剩余类以及与剩余类有关的完全剩余系的性质 .

我们先证明

定理 1  若 m 是一个给定的正整数 , 则全部整数可分成 m

个集合 ,记作 K0 , K1 ,⋯ , Km - 1 , 其中 Kr ( r = 0 , 1 , ⋯ , m - 1 )是由

一切形如 qm + r ( q = 0 , ±1 , ±2⋯ ) 的整数所组成的 .这些集合

具有下列性质 :

( i) 每一整数必包含在而且仅在上述的一个集合里面 ,

( ii) 两个整数同在一个集合的充分与必要条件是这两个整数

对模 m 同余 .

证  ( i) 设 a 是任一整数 , 由第一章§1 定理 4 即得

a = a1 m + ra , 0≤ ra < m .

故 a 在 K r
a
内 .又由同一定理知道 ra 是由 a 惟一确定的 ,因此 a 只

能在 Kr
a
内 .

( ii) 设 a , b 是两个整数 ,并且都在 K r 内 ,则

a = q1 m + r , b = q2 m + r ,

故 a≡ b( mod m ) .反之若 a≡ b( mod m ) , 则由同余的定义即知 a ,

b 同在某一 Kr 内 . 证完

定义  定理 1 中的 K0 , K1 , ⋯ , Km - 1 叫做模 m 的剩余类 , 一

个剩余类中任一数叫做它同类的数的剩余 .若 a0 , a1 , ⋯ , am - 1 是
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m 个整数 , 并且其中任何两数都不同在一个剩余类里 , 则 a0 , ⋯ ,

am - 1 叫做模 m 的一个完全剩余系 .

由定理 1 及上述定义 ,我们立刻得到

推论  m 个整数作成模 m 的一个完全剩余系的充分与必要

条件是两两对模 m 不同余 (留给读者证明 ) .

例  由推论我们知道序列

0 , 1 , ⋯ , m - 1 ; ( 1)

0 , m + 1 , ⋯ , am + a , ⋯ , ( m - 1) m + ( m - 1 ) ; ( 2)

0 , - m + 1 , ⋯ , ( - 1)
a
m + a ,⋯ , ( - 1)

m - 1

m + ( m - 1 ) ( 3)

都是模 m 的完全剩余系 .

当 m 是双数时 , 序列

-
m
2

, -
m
2

+ 1 , ⋯ , - 1 , 0 , 1 ,⋯ ,
m
2

- 1 ; ( 4)

-
m
2

+ 1 , ⋯ , - 1 , 0 , 1 ,⋯ ,
m
2

- 1 ,
m
2

( 5)

都是模 m 的完全剩余系 .

当 m 是单数时 , 序列

-
m - 1

2
,⋯ , - 1 , 0 , 1 , ⋯ ,

m - 1
2

( 6)

是模 m 的完全剩余系 .

定理 2  设 m 是正整数 , ( a , m ) = 1 , b 是任意整数 , 若 x 通

过模 m 的一个完全剩余系 , 则 ax + b 也通过模 m 的完全剩余系 ,

也就是说 ,若 a0 , a1 , ⋯ , am - 1 是模 m 的完全剩余系 , 则 aa0 + b,

aa1 + b, ⋯ , aam - 1 + b 也是模 m 的完全剩余系 .

证  由定理 1 的推论 , 只要证明 aa0 + b , aa1 + b, ⋯ , aam - 1

+ b两两不同余就够了 .我们用反证法来证明这一点 .

假定 aai + b≡ aaj + b ( mod m ) , ( i≠ j ) .由§1 性质丁即得

aai ≡ aaj ( mod m ) .再 由性 质 己及 ( a , m ) = 1 即 得 ai ≡ aj

( mod m ) .这与 a0 , a1 , ⋯ , am - 1 是完全剩余系的假设矛盾 .故定理
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获证 . 证完

定理 3  若 m1 , m2 是互质的两个正整数 , 而 x1 , x2 分别通过

模 m1 , m2 的完全剩余系 , 则 m2 x1 + m1 x2 通过模 m1 m2 的完全

剩余系 .

证  由假设知道 x1 , x2 分别通过 m1 , m2 个整数 .因此 m2 x1

+ m1 x2 通过 m1 m2 个整数 .由定理 1 的推论 , 只须证明这 m1 m2

个整数对模 m1 m2 两两不同余就够了 .

假定

m2 x′ 1 + m1 x′ 2 ≡ m2 x″ 1 + m1 x″ 2 ( mod m1 m2 ) , ( 7)

其中 x′ 1 , x″ 1 是 x1 所通过的完全剩余系中的整数 ,而 x′ 2 , x″ 2 是所通

过的完全剩余系中的整数 ,则由§1 性质壬即得

m2 x′ 1 ≡ m2 x″ 1 ( mod m1 ) ,

m1 x′ 2 ≡ m1 x″ 2 ( mod m2 ) .

又由§1 性质己及 ( m1 , m2 ) = 1 即得 x′ 1 ≡ x″ 1 ( mod m1 ) , x′ 2 ≡ x″ 2

( mod m2 ) .由定理 1 的推论得 x′ 1 = x″ 1 , x′ 2 = x″ 2 .这表明如果 x′ 1 , x′ 2

与 x″ 1 , x″ 2 不全相同 , (7 )式即不成立 .因此定理获证 . 证完

最后我们给出以下的

定义  0 , 1 , ⋯ , m - 1 这 m 个整数叫做模 m 的最小非负完全

剩余系 ;当 m 是偶数时 , -
m
2

,⋯ , - 1, 0 , 1 ,⋯ ,
m
2

- 1 或 -
m
2

+ 1,⋯ ,

- 1 , 0 , 1 , ⋯ ,
m
2
叫做模 m 的绝对最小完全剩余系 ; 当 m 是奇数

时 , -
m - 1

2
,⋯ , - 1 , 0 , 1 , ⋯ ,

m - 1
2

叫做模 m 的绝对最小完全剩

余系 .

这几个完全剩余系是完全剩余系中最简单的 ,以后常常用到 .

注 :如果将模 m ( 正整数 )的剩余类看成一个元素 , 剩余类的

相等就可以用同余来刻画 , §1 的同余的运算性质就可以转化为
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剩余类的运算性质等等 .这样 , 模的剩余类的集合对这些运算就作

成一个环 ,称为剩余类环 .如果模是合数 ,那么就有不等于零的剩

余类 ,相乘后为零 , 即有零因子 .这就为抽象代数提供了一个有零

因子的环的具体例子 .上述环中所有与模 m 互质的剩余类 (参看

下节 )对乘法作成一个群 .当模 m 为质数 p 时 , 上述的环成一个

域 ,通常记作 Fp .它有 p 个元素 , 这是有限域的一个重要例子 .对

于多项式的同余也可以有类似的结论 .如果读者能加以具体而严

格的考察 , 那么就会对 (抽象 ) 代数的某些基本概念和性质有更好

的理解 .

习   题

1. 证明

x = u + p
s - t

v , u = 0 , 1 , ⋯ , p
s - t

- 1 , v = 0 ,1 ,⋯ , p
t

- 1 , t≤ s 是模 p
s
的一

个完全剩余系 .

2. 若 m1 , m2 ,⋯ , mk 是 k 个两两互质的正整数 , x1 , x2 ,⋯ , xk 分别通过

模 m1 , m2 ,⋯ , mk 的完全剩余系 , 则

M1 x1 + M2 x2 + ⋯ + Mk xk

通过模 m1 m2⋯ mk = m 的完全剩余系 ,其中 m = m iM i , i = 1 ,2 , ⋯ , k .

3. ( i)证明整数 - H ,⋯ , - 1 , 0 , 1 , ⋯ , H H =
3

n + 1
- 1

3 - 1
中每一个整数有

而且只有一种方法表示成

3 n xn + 3
n - 1

xn - 1 + ⋯ + 3 x1 + x ( 8)

的形状 , 其中 x i = - 1 ,0 或 1; 反之( 8)中每一数都≥ - H ,并且≤ H .

( ii) 说明应用 n + 1 个特制的砝码 ,在天平上可以量出 1 到 H 中的任何

一个斤数 .

4. 若 m1 , m2 , ⋯ , mk 是 k 个正整数 , x1 , x2 , ⋯ , xk 分别通过模 m1 ,

m2 ,⋯ , mk 的完全剩余系 , 则

x1 + m1 x2 + m1 m2 x3 + ⋯ + m1 m2⋯ mk - 1 xk

通过模 m1 m2⋯ mk 的完全剩余系 .
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§3  简化剩余系与欧拉函数

在上节里我们讨论了完全剩余系的基本性质 , 这一节我们要

进一步讨论完全剩余系中与模互质的整数 , 这就需要引进简化剩

余系的概念 .在讨论简化剩余系的过程中 , 需要用到数论上一个很

重要的函数———欧拉 ( Euler) 函数 .我们先给出几个定义 .

定义  欧拉函数 φ( a) 是定义在正整数上的函数 , 它在正整

数 a 上的值等于序列 0 , 1 , 2 , ⋯ , a - 1 中与 a 互质的数的个数 .

定义  如果一个模 m 的剩余类里面的数与 m 互质 , 就把它

叫做一个与模 m互质的剩余类 .

在与模 m 互质的全部剩余类中 , 从每一类各任取一数所作成

的数的集合 ,叫做模 m 的一个简化剩余系 .

定理 1  模 m 的剩余类与模 m 互质的充分与必要条件是此

类中有一数与 m 互质 .因此与模 m 互质的剩余类的个数是

φ( m ) ,模 m 的每一简化剩余系是由与 m 互质的φ( m )个对模 m

不同余的整数组成的 .

证  设 K0 , K1 ,⋯ , Km - 1 是模 m 的全部剩余类 .若 K r 是一个

与模 m 互质的剩余类 , 则 ( r , m ) = 1 .反之若有 kr ∈ Kr , ( kr , m )

= 1 , 则由§2 定理 1 及§1 性质癸 , K r 中每一个整数都与 m 互

质 ,因而 K r 是与模 m 互质的剩余类 .故定理的第一部分获证 , 且

Kr 为与模 m 互质的剩余类当且仅当 ( r , m ) = 1 .因此由欧拉函数

的定义及模 m 的简化剩余系的定义即得定理的其余部分 . 证完

定理 2  若 a1 , a2 , ⋯ , aφ( m ) 是 φ( m )个与 m 互质的整数 , 并

且两两对模 m 不同余 , 则 a1 , a2 , ⋯ , aφ( m ) 是模 m 的一个简化剩

余系 (证明留给读者 ) .

与§2 定理 2 相似 ,我们有

定理 3  若 ( a, m ) = 1 , x 通过模 m 的简化剩余系 , 则 ax 通
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过模 m 的简化剩余系 .

证  ax 通过φ( m ) 个整数 , 由于 ( a, m ) = 1 , ( x , m ) = 1 , 故

( ax , m ) = 1 , 若 ax1 ≡ ax2 ( mod m ) , 由 §1 性 质 己 , x1 ≡

x2 ( mod m ) , 这与原设矛盾 ,故由定理 2 ,定理获证 . 证完

定理 4  若 m1 , m2 是两个互质的正整数 , x1 , x2 分别通过模

m1 , m2 的简化剩余系 , 则 m2 x1 + m1 x2 通过模 m1 m2 的简化剩

余系 .

证  由定理 1 我们立刻看出 , 简化剩余系是一个完全剩余系

中一切与模互质的整数作成的 , 因此只须证明 : 若 x1 , x2 分别通

过模 m1 , m2 的简化剩余系 , 则 m2 x1 + m1 x2 通过模 m1 m2 的一

个完全剩余系中一切与模 m1 m2 互质的整数 .

由§2 定理 3 知 , 若 x1 , x2 分别通过模 m1 , m2 的完全剩余

系 ,则 m2 x1 + m1 x2 通过模 m1 m2 的完全剩余系 .又若 ( x1 , m1 )

= ( x2 , m2 ) = 1 , 则由 ( m1 , m2 ) = 1 即得 ( m2 x1 , m1 ) = ( m1 x2 ,

m2 ) = 1 , 于是 ( m2 x1 + m1 x2 , m1 ) = 1 , ( m2 x1 + m1 x2 , m2 ) = 1 .故

( m2 x1 + m1 x2 , m1 m2 ) = 1 .反之 , 若 ( m2 x1 + m1 x2 , m1 m2 ) = 1 ,

则 ( m2 x1 + m1 x2 , m1 ) = ( m2 x1 + m1 x2 , m2 ) = 1 .因而由§1 性质

癸 , ( m2 x1 , m1 ) = ( m1 x2 , m2 ) = 1 .因为 ( m1 , m2 ) = 1 , 所以 ( x1 ,

m1 ) = ( m2 , x2 ) = 1 , 这就证明了所要证的结论 . 证完

推论  若 m1 , m2 是两个互质的正整数 , 则 φ( m1 m2 ) =

φ( m1 )·φ( m2 ) .

证  由定理 4 知 , 若 x1 , x2 分别通过模 m1 , m2 的简化剩余

系 ,则 m2 x1 + m1 x2 通过模 m1 m2 的简化剩余系 , 即 m2 x1 +

m1 x2 通过 φ( m1 m2 ) 个整数 .另一方面由于 x1 通过 φ( m1 )个整

数 , x2 通过φ( m2 )个整数 , 因此 m2 x1 + m1 x2 通过φ( m1 )φ( m2 )

个整数 .故 φ( m1 m2 ) = φ( m1 )φ( m2 ) . 证完

定理 5  设 a = p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k , 则
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φ( a ) = a 1 -
1
p1

1 -
1
p2

⋯ 1 -
1
pk

.

证  ( i) 由定理 4 推论即得

φ( a ) = φ( p
α

1
1 )φ( p

α
2

2 ) ⋯φ( p
α

k
k ) .

( ii) 今将证 φ( p
α

) = p
α

- p
α - 1

.由 φ( a )的定义知 φ( p
α

)等于

从 p
α
减去 1 , ⋯ , p

α
中与 p

α
不互质的数的个数 ;亦即等于从 p

α
减

去 1 , ⋯ , p
α
中与 p 不互质的数的个数 .由于 p 是质数 ,故 φ( p

α
) 等

于从 p
α
减去 1 , ⋯ , p

α
中被 p 整除的数的个数 .但由第一章§5 性

质Ⅶ知 1 ,⋯ , p
α
中被 p 整除的数的个数是

p
α

p
= p

α - 1
,故

φ( p
α

) = p
α

- p
α - 1

.

( iii) 由 ( i) , ( ii) 即得

 φ( a) �= ( p
α

1
1 - p

α
1

- 1

1 ) ( p
α

2
2 - p

α
2

- 1

2 ) ⋯ ( p
α

k
k - p

α
k

- 1

k )

= a 1 -
1
p1

1 -
1
p2

⋯ 1 -
1
pk

. 证完

习   题

1. 证明定理 2 .

2. 若 m 是大于 1 的正整数 , a 是整数 , ( a , m ) = 1 ,ξ通过模 m 的简化

剩余系 , 则

∑
ξ

aξ
m

=
1
2
φ( m ) ,

其中 ∑
ξ

表示展布在ξ所通过的一切值上的和式 .

3.( i )证明 φ( 1) + φ( p ) + ⋯ + φ( p
a
) = p

a
, p 质数 .

( ii) 证明 ∑
d | a

φ( d) = a ,其中∑
d | a

表示展布在 a 的一切正因数上的和式 .

4. 若 m1 , m2 ,⋯ , mk 是 k 个两两互质的正整数 ,ξ1 ,ξ2 , ⋯ ,ξk 分别通过

模 m1 , m2 ,⋯ , mk 的简化剩余系 , 则

M1ξ1 + M2ξ2 + ⋯ + Mkξk

通过模 m1 m2⋯ mk = m 的简化剩余系 ,其中 m = m iM i , i = 1 ,2 , ⋯ , k .
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§4  欧拉定理·费马定理及其

对循环小数的应用

  本节目的是应用简化剩余系的性质证明数论中两个著名的定

理 ,并且说明它在研究循环小数时的用处 .

定理 1(Euler)  设 m 是大于 1 的整数 , ( a , m ) = 1 , 则

a
φ( m )

≡1( mod m ) .

证  设 r1 , r2 , ⋯ , rφ( m ) 是模 m 的简化剩余系 , 则由§3 定理

3 , ar1 , ar2 ,⋯ , arφ( m ) 也是模 m 的简化剩余系 , 故

( ar1 ) ⋯ ( arφ( m ) )≡ r1  r2 ⋯ rφ( m ) ( mod m ) ,

即 a
φ( m )

( r1 r2 ⋯ rφ( m ) )≡ r1 r2 ⋯ rφ( m ) ( mod m ) ,

但 ( r1 , m ) = ( r2 , m ) = ⋯ = ( rφ( m ) , m ) = 1 , 因此 ( r1 r2 ⋯ rφ( m ) , m )

= 1 .

由§1 性质己 ,即得

a
φ( m )

≡1( mod m ) . 证完

推论 (Fermat定理 )  若 p 是素数 , 则

a
p
≡ a( mod p) .

证  若 ( a , p ) = 1 , 由定理 1 及§3 定理 5 即得

a
p - 1

≡1 ( mod p ) ,

因而 a
p
≡ a( mod p ) .若 ( a , p) ≠1 , 则 p | a ,故

a
p
≡ a( mod p) . 证完

定理 1 及其推论在数论里是很有用的 , 下面我们只说明它在

研究分数与小数互化时的用处 .

任何一个有理数都可以写成分数的形式 , 即
a
b

, b > 0 .由第一

章§1 定理 4 知 a = bq + r , 0≤ r < b, 即

a
b

= q +
r
b

, 0≤
r
b

< 1 .
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因此我们只讨论 0 与 1 间的分数与小数互化的问题 .

定义  如果对于一个无限小数 0 . a1 a2 ⋯ an ⋯ , ( an 是 0 ,

1 , ⋯ , 9 之中的一个数码 , 并且从任何一位以后不全是 0) 能找到两

个整数 s≥0 , t > 0 使得

as + i = as + kt + i , i = 1 , 2 ,⋯ , t; k = 0 , 1 , 2 ,⋯ .

我们就称它为循环小数 , 并简单地把它记作 0 . a1 a2 ⋯ as�as + 1 ⋯

�as + t .

对于循环小数而言 ,具有上述性质的 s 及 t 是不只一个的 .如

果找到的 t 是最小的 ,我们就称 as + 1 , as + 2 , ⋯ , as + t为循环节 ; t 称

为循环节的长度 ;若最小的 s = 0 , 那小数就叫做纯循环小数 ,否则

叫混循环小数 .

定理 2  有理数
a
b

, 0 < a < b, ( a, b ) = 1 , 能表成纯循环小数

的充分与必要条件是 ( b , 10) = 1 .

证  ( i) 若
a
b
能表成纯循环小数 ,则由 0 <

a
b

< 1 及定义知

a
b

= 0 .a1 a2 ⋯ at a1 a2 ⋯ at⋯

因而

10
t a

b
}= 10

t - 1
a1 + 10

t - 2
a2 + ⋯ + 10 at - 1 + at +

 0 .a1 a2 ⋯ at a1 ⋯ at⋯ = q +
a
b

, q > 0 .

故
a
b

=
q

10
t

- 1
, 即 a (10

t
- 1) = bq .由 ( a , b) = 1 即得 b | ( 10

t
- 1 ) ,

因而 ( b , 10) = 1 .

( ii) 若 ( b, 10) = 1 ,则由定理 1 知有一正整数 t 使得

10
t
≡1( mod b) , 0 < t≤φ( b)

成立 ,因此 10
t
a = qb + a ,且 0 < q < 10

t a
b
≤10

t
1 -

1
b

< 10
t

- 1 .
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故

10
t a

b
= q +

a
b

.

令 q = 10 q1 + at , q1 = 10 q2 + at - 1 , ⋯ , qt - 1 = 10 qt + a1 , 0≤ ai

≤9 , 则 q = 10
t
qt + 10

t - 1
a1 + ⋯ + 10 at - 1 + at .由 0 < q < 10

t
- 1 , 即

得 qt = 0 ,且 a1 , a2 , ⋯ , at 不全是 9 , 也不全是 0 .因此

q
10

t = 0 .a1 a2 ⋯ at ,

a
b

= 0 .a1 a2 ⋯ at +
1

10
t·

a
b

.

反复应用上式即得

a
b

= 0 .a1 a2 ⋯ at a1 a2 ⋯ at⋯ = 0 .�a1 ⋯�at . 证完

定理 3  若
a
b
是有理数 , 其中 0 < a < b, ( a , b ) = 1 , b =

2
α
5
β
b1 , ( b1 , 10) = 1 , b1 ≠1 ,α、β不全为零 ,则

a
b
可以表成混循环小

数 ,其中不循环的位数是 μ= max(α,β) (即 α,β中之较大者 ) .

证  为不失一般性 ,我们假定 μ=β≥α .用 10
μ
乘

a
b
得

10
μ
·

a
b

=
2
β - α

a
b1

= M +
a1

b1
,

其中 0 < a1 < b1 , 0≤ M < 10
μ
且 ( a1 , b1 ) = ( 2

μ - α
a - Mb1 , b1 ) =

(2
μ - α

a , b1 ) = 1 .由定理 2 ,可以把
a1

b1
表成纯循环小数 :

a1

b1
= 0 .�c1 ⋯�ct .

设 M = m1 10
μ - 1

+ ⋯ + mμ(0≤ mr≤9 )则

a
b

= 0 . m1 ⋯ mμ�c1 ⋯�ct .
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我们还要证明不循环位数不能小于 μ .假定
a
b
又可以表成

a
b

= 0 . m′ 1 ⋯ m′ ν�c′ 1 ⋯�c′ s , (ν< μ) ,

则由定理 2 ,

10
ν a

b
- 10

ν a
b

= 0 .�c′ 1 ⋯�c′ s =
a′ 1

b′ 1
,

其中 ( b′ 1 , 10 ) = 1 .故

10
ν a

b
=

a′
b′ 1

,

即 10
ν
ab′ 1 = a′b .

上式右边可用 5
β

= 5
μ
除尽 , 而左边 a 及 b′ 1 都与 5 互质 ( 因 ( a , b)

= 1 , ( b′ 1 , 10 ) = 1 ) .故 5
μ

| 10
ν

.但 μ>ν, 这显然不可能 . 证完

习   题

1. 如果今天是星期一 ,问从今天起再过 1010
10

天是星期几 ?

2. 求( 12 37156 + 34 )28被 111 除的余数 .

3.( i )证明下列事实但不许用定理 1 推论 : 若 p 是质数 , h1 , h2 , ⋯ , ha 是

整数 ,则

( h1 + h2 + ⋯ + ha )
p
≡ h

p
1 + h

p
2 + ⋯ + h

p
a (mod p ) .

( ii)由( i)证明定理 1 推论 ,然后再由定理 1 推论证明定理 1 .

4. 证明 : 有理数
a
b

, 0 < a < b , ( a , b) = 1 表成纯循环小数的充分与必要

条件是有一正整数 t 使得同余式

10 t≡1( mod b)

成立 ,并且使得上式成立的最小正整数 t 就是循环节的长度 .

§5  公开密钥———RSA 体制

在通讯中 ,对某些特定内容有时需要保密 , 即只有通讯的双方
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知道 ,而不让其他任何人了解内容 .自古以来 ,在军事、政治中传达

一些命令、策略时 , 都是需要的 .于是出现在通讯中采用密码的问

题 .即通讯双方事先约定一种办法 , 将公开的信息 (例如普通的文

字表达的信息 )改变成只有对方才能识别的信息 .这种通讯的方式

就叫密码通讯 .实际的过程是 : 先将公开的信息译成一种“码子”,

通常是代表信息的数字 ( 例如电报码等等 ) , 这种“码子”, 为了方

便 ,称为明码 ; 然后将明码译成只有对方才能识别的“码子”, 这后

一种“码子”称为密码 ;将明码译成密码的方法称为加密程序 .接受

方收到密码后 ,即可按照约定的方法将密码还原成明码 , 这种还原

的方法称为解密程序 .最后即可将还原后的明码读出发送方寄出

的信息 .大致的过程如下图 :

   发送方

公开信息→明码→密码

信道    接受方

密码→明码→公开信息

为了执行加密程序和解密程序 ,通常有相应的密钥和解钥 .这就是

密码通讯的大致过程 .

在现代社会中 ,计算机技术和网络如此发达 , 通讯的保密更是

多方面的需要 ,例如单就一个公司就有销售、进货、财务等方面和

很多公司、客户联系 , 其中多数有保密必要 .如果按传统的办法 , 对

每一个客户都要约定保密的方案 ,这样会不胜其烦 .那么整个社会

对保密的需要范围之多且广就多不胜数 , 甚至可以说达到没有办

法的程度 .因此近年来提出一个非常重要的问题———信息安全问

题 .1976 年 ,美国的年轻数学家和计算机专家棣弗 ( W.Diffie )和赫

尔曼 ( M.Hellman )提出一种全新的公开密钥 ( public key) 体制 , 他

们的特点是保密性强 ,加密程序和密钥公开 , 而且在同一体制中可

以供很多客户使用 .1977 年美国麻省理工学院 ( MIT ) 的里维斯

( R.Rivest ) 、沙米尔 ( A.Shamir ) 和阿德曼 ( L.Adleman ) 依据棣弗

和赫尔曼设想提出一种具体的公开密钥体制 , 它是一种应用欧拉

定理、具有上述性质而且可以实用的体制 , 后来人们用他们三人的

名字的字头为它命名 ,称为 RSA .我们先来介绍这种体制 .
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设 p , q 是两个大质数 , 例如位数超过 100; N = pq; e, d 满足

关系 : ed≡1( modφ( N ) ) ,其中 φ( N ) 是 N 的欧拉函数值 .这里密

钥和解钥分别是 e , N 和 d .密码通讯的过程如下 : 设有一明码是

数字 a ( 0 ≤ a≤ N - 1 ) .加密程序是将数字 a 通过关系 a
e
≡

b( mod N ) , 0≤ b≤ N - 1 ,转换成 b, 发送方将密码 b 送给接受方 ;

接受方收到密码 b 后 , 解密程序是根据 e , d 的定义 , 通过关系

式      

b
d
≡ a

ed
≡ a

1 + kφ( N )
≡ a ( mod N ) ( 1)

将密码 b 还原成明码 a .最后的相等关系需要再进行一些论证 .因

为当 ( a , N ) = 1 时 , 由欧拉定理知相等关系成立 .否则需要证明 :

a
1 + kφ( N )

≡ a( mod p) , a
1 + kφ( N )

≡ a( mod q) ( 2)

成立 .由欧拉函数计算公式知

φ( N ) = φ( pq) = ( p - 1 ) ( q - 1 ) , ( 3)

于是当 p 整除 a 时 , (2 ) 的第一式显然成立 ; 当 p 不能整除 a 时 ,

则由费马定理知 (2 )的第一式成立 ,因此 ( 2 )的第一式对任何 a 成

立 .同样可证 ( 2) 的第二式对任何 a 成立 .特别值得注意的是 : 密

钥 e , N 可以公开 .就是说 , 如果某人掌握了解钥 d 而不向其他人

泄露 ,而且公开宣布他的密钥是 e , N , 那么任何人都可按照上述

的加密程序向他发送密码 ,只有他本人可以读出送来的信息 , 而其

他人都不可 能了解 .为什 么 ? 因为 要想知道 d , 就必须 知道

φ( N ) .而由 ( 3)知 , 求 φ( N )就需要知道 N 的质因子 p , q .当 p , q

的位数很大时 ,例如上述 p , q 的位数超过 100 , 按照现有的数学方

法 ,即使加上现有的超级电子计算机 , 也不可能在限定时间内知道

φ( N )的值 , 因而不可能知道 d .这就是说 , RSA 的保密性能是很

好的 .

上述的 RSA 可以同时供很多客户使用 .因为 N 很大 , 从而

φ( N )也很大 , 所以可以有很多对 ei , di , i = 1 ,2 ,⋯满足

ei di≡1 ( modφ( N ) ) , i = 1 ,2 ,⋯ .

如果分配给第 i 个客户的密钥和解钥分别为 ei , N 和 di ,那么显然
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可以设定足够多的密钥和解钥对供客户使用 .具体使用时 , 就像电

话号码簿一样 ,将所有用户的密钥 ei 编入一个登记册 (因为 N 是

共同的 ,只需声明一次即可 ) , 而解钥由客户保存 .这样任何人 ( 不

必是此体制的用户 !) 可以用密钥 ei , N 向第 i 个客户发送密码 , 这

个体系中的客户不再需要与他有来往的客户逐个约定秘密通讯的

办法 .这样 , 在保密通讯中给使用同一 RSA 的众多用户提供了极

大的方便 .

关于 RSA 的保密性能 .在历史上有一个有趣的故事 , 通过它

揭示了一些有关的问题 .1977 年里维斯、沙米尔和阿德曼用一个

129 位的数 N 和一个 4 位数 e 对一个关于秃鹰的消息在 RSA 中

加密 ,即所谓的 RSA-129 .还悬赏 100 美元 , 奖给第一个破译该密

码的人 .他们认为按照当时计算机的速度 , 估计分解一个 129 位的

数大约要花 23 000 年 , 计算速度提高可能会降低一两个数量级 ,

但是安全性似乎仍然相当有保证 .然而出乎他们的预料 , 仅仅在

17 年之后 RSA-129 就败下阵来 .分解成功的核心在于发明了一种

新的筛法———二次筛法 ,这方法有一个优点是能将工作分散到不

同的计算机上去做 .人们组织了大约有六百多人的因子分解迷 , 经

过八个月的努力找到了 RSA-129 的分别为 64 位和 65 位的两个

质因数 .但是 , RSA-129 分解的成功 , 甚至包括数学家们近年来不

断创造的许多新算法 ,例如二次筛法、数域筛法、椭圆曲线算法 , 目

前还不足以威胁 RSA 体制的安全性 .因为用以分解数字所需要的

计算机的能力 ,随着数字的位数的增加而飞快地增加 .例如 , 使用

RSA-200 至 RSA-300 ,那么除非计算数论有惊人的突破 , 否则因子

分解在一个长时期内仍然是个难题 .不过数论学家还是相信 : 进展

到来的期限 ,就像整数本身一样 , 一定屈指可数 .这或许足以说明

智慧的创新和理论的精湛是高技术的核心 .

有了 RSA 这个具体例子 ,我们再来介绍棣弗和赫尔曼提出的

公开密钥体制 ,也许可以理解得具体一些 .他们提出的体制的关键

是使用“单向”函数 E 作为密钥 .所谓单向函数 E 是一个可逆函
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数 ,但是它的逆函数 D = E
- 1
非常难求出 .在 RSA 中是如下地定

义单向函数 e:对于 0≤ a≤ N - 1 , 通过关系 a
e
≡ b( mod N ) 定义

e( a ) = b, 0≤ b≤ N - 1 , 其中 b 是 a
e
的模 N 最小非负剩余 ; 逆函

数则由关系式 b
d

= a( mod N ) , 0≤ a , b≤ N - 1 定义 .设有 n 个用

户 Ai , i = 1 , 2 , ⋯ , n , 每个用户 A i 各自选取一个单向函数 Ei 作为

自己的密钥公之于众 , 并且将它们编成密码簿 , 供用户查用 .但是

将 Di = E
- 1

i 作为自己的解钥保存 , 不让他人知道 .当用户 A i 要将

明码 x 保密地送给 A j 时 , 将密码 y = Ej ( x )送给 Aj ; 而 Aj 收到 y

后 ,用 Dj 作用于 y , 即可得到 Dj ( y ) = E
- 1
j Ej ( x ) = x .对于第三者

来说 ,即令他截获到密码 y , 甚至知道是 Ai 送给 A j 的 ,在查到 Ej

之后也很难求出 Dj ,所以不能将 y 恢复成明码 x .

这种公开密钥体制除了可供 n 个客户公用以外 , 还解决了长

期存在的另一个难题 ,即信息的认证和签名问题 ( 当然 RSA 也具

有这种功能 ) .如果 A i 需要通过通讯 (网络 ) 向 Aj 要一笔款项 .当

然需要 A i 在信息上签名 , 以防别人冒领 .公开密钥可以解决这个

问题 : A i 先用自己的 Di 作用于签名 x , 再将 y = Di ( x ) 送给 Aj , A j

收到后并查出 Ei ,将 Ei 作用于 y 就可恢复签名 Ei ( y ) = E i Di ( x )

= x .因为只有 Ai 知道 Di ,所以就能确认信息来自 A i .实际上 , 在

公开密钥体制中 ,还可以同时进行加密和签名两种程序 : A i 对信

息 x 接连作用 Di (签名 ) 和 E j ( 加密 ) , 将 y = E jDi ( x ) 传给 A j , A j

接到后 ,对 y 接连作用 Dj (解密 )和 E i (确认 ) , 得到

Ei Dj ( y ) = Ei Dj E jDi ( x ) = Ei Di ( x ) = x ,

从而可以读到原文 .

1976 年棣弗和赫尔曼提出公开密钥体制以后 , 由于可以同时

解决密钥保存、数字签名和多用户公用等一系列问题 , 引起了通讯

界和数学界的极大兴趣 , 一时间纷纷设计出各种各样的具体的公

开密钥方案 .很多方案随后又不断受到别人攻击和破解 , 所谓破解

就是找到了单向函数 E 的逆函数 E
- 1
的快捷算法 , 从而使该方案
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不能起保密作用 .20 多年来 ,只剩下大数分解方案 , 即 RSA 方案 ,

还有离散对数方案 (参看第六章§3 ) .这两种方案目前被认为是可

靠的 ,因为对于这两个方案 , 数学家经过多年研究 , 还没有找到破

解的方法 .公开密钥体制说明了两个重要的事实 : ( 1 ) 在现代高技

术社会中 ,即令像数论这样被认为是很抽象、“纯粹”而且古老的数

学也会起重大的作用 ; ( 2) 数学的作用已经不仅仅是自然科学的基

础和工具 ,有些发展成可以直接开发技术 , 为生产直接创造价值 .

有关公开密钥的进一步参考资料可参看以下文献 :

1  Koblitz N .A course in number theory and cryptography .

GTM 114 .Springer - Verlag ,1987

2  冯克勤 .代数数论简史 .长沙 : 湖南教育出版社 , 2002 .第五

章

 
*
§6  三角和的概念

在§2 讲过模 m 的剩余类有 m 个 :即 K0 , K1 , ⋯ , Km - 1 .另一

方面我们也知道 1 的 m 次 ( 复 ) 根也有 m 个 : 即 e
2πi

r
m = cos

2πr
m

+

isin
2πr

m
, r = 0 , 1 , ⋯ , m - 1 .由§1 定理 1 , a≡ b( mod m )当且仅当

a = b + mt ,因此 a≡ b( mod m )当且仅当 e
2πi

a
m = e

2πi
b
m .故模 m 的剩

余类与 1 的 m 次根间是一一对应的 ,其中 K r 与 e
2πi

r
m 对应 .还有若

a + b≡ c( mod m ) , 则 e
2πi

a
m·e

2πi
b

m = e
2πi

a + b
m = e

2πi
c
m .这就是说两个剩余

类的数相加相当于对应的 m 次单位根相乘 .因此同余的性质有可

能从 m 次单位根的研究得出 .这就是近代数论里面一个很重要的

方法———三角 和 方 法 的来 源 之 一 .所 谓三 角 和 就是 形 式 如

∑
x

e
2πi f ( x )

的和 ,其中 f ( x )是实函数 , x 通过预先指定的整数集合 .

本节只打算讨论几种简单三角和的基本性质 .
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定理 1  设 m 是一正整数 , a 是整数 , x 通过模 m 的完全剩

余系 ,则

∑
x

e
2πi

ax
m =

m , 若 m | a ,

0 ,若 m8 a ,

其中∑
x

表示展布在 x 所通过的值上的和数 .

证  当 m | a 时 , e
2πi

ax
m = 1 , 故 ∑

x

e
2πi

ax
m = m .今设 m8 a , 则 e

2πi
a

m

≠1 .若 r 是 x 对模 m 的最小非负剩余 ,则

e
2πi

ax
m = e

2πi
a r
m .

因 x 通过模 m 的完全剩余系 , 故 r 通过模 m 的全体最小非负剩

余 .因此 ,

∑
x

e
2πi

ax
m = ∑

m - 1

r = 0

e
2πi

ar
m = ∑

m - 1

r = 0

(e
2πi

a
m )

r
=

1 - (e
2πi

a
m )

m

1 - e
2πi

a
m

= 0 .

证完

定理 2  设 α是一整数 ,则

∫
1

0
e

2πiαx
d x =

1 , 若α = 0;

0 , 若α≠ 0 .

  证  若α= 0 , 则 e
2πiαx

= 1 ,故∫
1

0
e

2πiαx
d x = 1 .

若α≠0 , 则

∫
1

0
e

2πiαx
d x =∫

1

0
cos( 2παx )d x + i∫

1

0
sin (2παx ) d x = 0 .

证完

定理 3  设 α是任一实数 , q 与 q′是整数 , 且 q′> q ,则

∑
q′

x = q + 1

e
2πi ax

≤ min q′- q ,
1

h〈α〉
,

其中 min q′- q ,
1

h〈α〉
表示 q′- q 及

1
h〈α〉

中较小的一个 ,〈α〉

= min( {α} , 1 - {α} ) ,而 h≥2 .但当〈α〉≤
1
6
时 , h≥3 .
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证  令 S = ∑
q′

x = q+ 1

e
2πi ax

, 则

| S |≤ ∑
q′

x = q + 1

| e
2πi ax

| = ∑
q′

x = q + 1

1 = q′- q .

若 a 不是整数时 , 则 | e
2πi a

|≠1 ,因此

S = e
2πi ( q+ 1 ) a

∑
q′- q - 1

x = 0

e
2πi ax

= e
2πi ( q + 1 ) a 1 - e

2πi ( q′- q ) a

1 - e
2πi a .

故

   | S | i=
1 - e

2πi( q′- q ) a

1 - e
2πi a ≤

2
| 1 - e

2πi a
|

=
2

| e
πi a

- e
- πi a

|
=

1
| sinπα|

.

但 | sinπα| = sinπ{α} = sinπ( 1 - {α}) = sin π〈α〉 .当 0 < x≤
1
2

时 ,
sinπx

x
是递降函数 ; 又 0 <〈α〉≤

1
2

, 故

sinπ〈α〉
〈α〉

≥
sin

π
2

1
2

= 2 ,即
1

sinπ〈α〉
≤

1
2〈α〉

.

又当〈α〉≤
1
6
时 ,

1
sinπ〈α〉

≤
1

3〈α〉
.故定理获证 . 证完

定理4  若 m 是大于 1 的整数 , q( a) , q′( a)是定义在整数 a

= 1 , 2 , ⋯ , m - 1 上的整值函数 , 且 q′( a) > q( a ) ,则

∑
m - 1

a = 1
∑
q′( a)

x = q( a ) + 1

e
2πi

ax
m < mlog m - δ,

其中

δ≥

m
3

log 2
m
6

+ 1 ,

m
2

,

m ,

 
 
m > 1;

m≥12 ;

m≥60 .
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证  由 0 < a < m 即知〈
a
m
〉≠0 , 并且

〈
a
m
〉=

a
m

, 0 < a≤ m�/2 ,

m - a
m

,
m
2

< a < m .

( 1)

由定理 3 得

∑
m - 1

a = 1
∑
q′( a )

x = q( a ) + 1

e
2πi

ax
m ≤ ∑

m - 1

a = 1

1

h〈
a
m
〉

.

令∑
m - 1

a = 1

1

h〈
a
m
〉

= Tm ,则当 m 是单数时 ,由 ( 1) 得

T m = ∑

m
2

a = 1

2

h
a
m

≤
2 m

3 ∑
0 < a≤

m
6

1
a

+ m ∑
m
6

< a <
m
2

1
a

.

  由公式

log(1 + x ) = x -
x

2

2
+

x
3

3
- ⋯ ( | x | < 1) ,

即得

log
2 a + 1
2 a - 1

= log 1 +
1

2 a
- log 1 -

1
2 a

>
1
a

. ( 2)

因此

T m �<
2
3

m ∑
0 < a≤

m

6

log
2 a + 1
2 a - 1

+ m ∑
m
6

< a <
m

2

log
2 a + 1
2 a - 1

< m ∑
0 < a <

m

2

log
2 a + 1
2 a - 1

-
m
3 ∑

0 < a≤
m

6

log
2 a + 1
2 a - 1

= mlog m -
m
3

log 2
m
6

+ 1 .

当 m 是双数时 , 同法可得
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  T m �= m ∑
0 < a≤

m

2

1
ha

+ m ∑
0 < a <

m

2

1
ha

<
m
2

log ( m
2

- 1 ) -
m
3

log 2
m
6

+ 1

< mlog m -
m
3

log 2
m
6

+ 1 .

若 m≥12 , 则 2
m
6

+ 1≥5 , 因而
m
3

log 2
m
6

+ 1 >
m
2

.若 m≥

60 则  
m
3

log 2
m
6

+ 1 > m .故定理获证 . 证完

习   题

1. 应用定理 2 证明下列定理 : 若 f ( x1 , x2 , ⋯ , xn )是一整值函数 ,则不

定方程

f ( x1 , x2 , ⋯ , xn ) = N , ai≤ xi≤ bi

的整数解的个数为

∑
a
1
≤ x

1
≤ b

1

 ∑
a
2
≤ x

2
≤ b

2

 ∑
a

n
≤ x

n
≤ b

n

∫
1

0
e2πi( f ( x

1
, x

2
, ⋯ , x

n
) - N) x d x ,

其中 ∑
a

i
≤ x

i
≤ b

i

表示展布在 ai , bi 间一切整数上的和式 .

应用这件事实说明费马问题所需要的结果是什么 ?

2. 设 f ( x )是一整系数多项式 , a 是整数 , m 是任一正整数 , x、ξ分别通

过模 m 的完全剩余系及简化剩余系 ,

Sa, m = ∑
x

e2πi
af ( x)

m , S′ a, m = ∑
ξ

e2πi
af (ξ)

m .

证明 :若 m1 , m2 是两个互质的正整数 ,则

Sa
1

, m
1
·Sa

2
, m

2
= Sm

2
, a

1
+ m

1
a
2

, m
1

m
2

;

S′ a
1

, m
1
·S′ a

2
, m

2
= S′ m

2
a
1

+ m
1

a
2

, m
1

m
2

.
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第四章  同  余  式

在代数里面 ,一个主要的问题就是解代数方程 .本章所要讨论

的正是与解代数方程相类似的问题 :求同余式的解 .例如我们问当

x 与什么数同余时能使

x
5

+ x + 1≡0 ( mod7)

成立 ? 这就是解同余式的问题 .由验算容易看出 x≡2 ( mod7 ) 是

一解 .本章首先讨论所谓一次同余式 , 一次同余式组 , 进而讨论所

谓高次同余式 .在本章还特别介绍中国古代数学家在这方面的卓

越成就 .

§1  基本概念及一次同余式

定义  若用 f ( x )表示多项式 an x
n

+ an - 1 x
n - 1

+ ⋯ + a0 ,其中

ai 是整数 ;又设 m 是一个正整数 , 则

f ( x ) ≡0 ( mod m ) ( 1)

叫做模 m 的同余式 .若 aná 0 ( mod m ) ,则 n 叫做 (1 )的次数 .

由第三章§1 定理 2 , 若 f ( a) ≡0 ( mod m ) , 则剩余类 Ka 中

任何整数 a′都能使 f ( a′)≡0 ( mod m )成立 , 因此有

定义  若 a 是使 f ( a)≡0 ( mod m )成立的一个整数 , 则 x≡ a

( mod m ) 叫做 ( 1) 的一解 .这就是说今后我们把适合 (1 ) 式而对模

m 相互同余的一切数算作 (1 )的一个解 .

定理  一次同余式

ax≡ b ( mod m ) , aá 0 ( mod m ) ( 2)

有解的充分与必要条件是 ( a , m ) | b .

若 (2 )有解 , 则 (2 )的解数 ( 对模 m 来说 ) 是 d = ( a , m ) .
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证  很容易看出 ( 2 ) 有解的充分与必要条件是 ax - m y = b

有解 .从而由第二章§1 定理 2 即知 (2 )有解的充分与必要条件是

( a , m ) | b .

设 d = ( a , m ) .若 ( 2) 有解 ,则由第二章§1 定理 1 知适合 ( 2)

式的一切整数可以表成

x = m1 t + x0 , m1 =
m
d

, t = 0 , ±1 , ±2 , ⋯ .

此式对模 m 来说 , 可以写成

x≡ x0 + km1 ( mod m ) , k = 0 , 1 , ⋯ , d - 1 . ( 3)

但 x0 + k m1 , k = 0 , 1 , ⋯ , d - 1 是对模 m 两两不同余的 , 故 (2 ) 有

d 个解 , 即 ( 3) . 证完

由定理的证明可以看出 ,适合 ( 2) 式的整数也就是适合不定方

程

ax - my = b ( 4)

的解答中 x 的值 , 故同余式 (2 )可以用解不定方程 (4 )的方法去解

它 .

习   题

1. 求下列各同余式的解 :

( i) 256 x≡179(mod337) . ( ii ) 1215 x≡560( mod2 755) .

( iii) 1 296 x≡1 125 (mod1 935 ) .

2. 求联立同余式

x + 4 y - 29≡0 (mod143) , 2 x - 9 y + 84≡0 (mod143)的解 .

3.( i )设 m 是正整数 , ( a , m ) = 1 , 证明

x≡ ba
φ( m ) - 1

(mod m )

是同余式 ax≡ b( mod m )的解 .

( ii) 设 p 是质数 , 0 < a < p ,证明

x≡ b( - 1) a - 1 ( p - 1)⋯ ( p - a + 1 )
a !

(mod p )

是同余式 ax≡ b( mod p)的解 .

·57·



4. 设 m 是正整数 ,τ是实数 , 1≤τ≤ m , ( a , m ) = 1 .证明同余式

ax≡ y ( mod m ) , 0≤ x≤τ, 0 < | y | <
m
τ

有解 .

  
*

5. ( i) 设 m 是正整数 , f ( x1 , x2 , ⋯ , xn )是 n 个未知数 x1 , x2 , ⋯ , xn 的

整系数多项式 . T 是同余式

f ( x1 , x2 , ⋯ , xn )≡0( mod m )

的解答数 .证明

T =
1
m
∑
m - 1

a = 0
∑
m - 1

x
1

= 0
⋯∑

m - 1

x
n

= 0
e

2πi
a f ( x

1
, x

2
, ⋯ , x

n
)

m

( ii) 应用 ( i)证明定理 1 .

( iii) 设 m 是正整数 , d = ( a1 , a2 ,⋯ , an , m ) .证明同余式

a1 x1 + a2 x2 + ⋯ + an xn ≡ b ( mod m )

的解数

T =
m

n - 1
d , 若 d | b ,

0 , 若 d8 b .

§2  孙 子 定 理

上节讨论了含一个未知数的同余式的解法 , 本节要讨论如何

解下面重要的同余式组

x≡ b1 ( mod m1 ) , x≡ b2 ( mod m2 ) , ⋯ , x≡ bk ( mod mk ) . ( 1)

在我国古代的《孙子算经》(纪元前后 ) 里已经提出了这种形式

的问题 ,并且很好地解决了它 .孙子算经里所提出的问题之一如

下 :

“今有物不知其数 , 三三数之剩二 ,五五数之剩三 , 七七数之剩

二 ,问物几何 ?”“答曰二十三”.

设 x 是所求物数 , 则依题意

x≡2( mod3) , x≡3 ( mod5 ) , x≡2 ( mod7 ) .

《孙子算经》里面所用的方法可以列表如下 :
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除数 余数 最小公倍数 衍数 乘率 各  总 答  数 最小答数

3 �2 �

5 �3 �

7 �2 �

3 �×5×7 = 105

5 �×7 2 .35 9×2×2

7 �×3 1 .21 9×1×3

3 �×5 1 .15 9×1×2

140 9+ 63 +

30 = 233

233 5- 2×

105 = 23

把这个结果加以推广就成为

定理 1(孙子定理 )  设 m1 , m2 , ⋯ , mk 是 k 个两两互质的正

整数 , m = m1 m2 ⋯ mk , m = mi Mi , i = 1 , 2 , ⋯ , k , 则同余式组 ( 1)

的解是

x≡ M′ 1 M1 b1 + M′ 2 M2 b2 + ⋯ + M′ k Mk bk ( mod m ) , ( 2)

其中 M′ i Mi≡1( mod m i ) , i = 1 , 2 , ⋯ , k .

证  由 ( mi , m j ) = 1 , i≠ j 即得 ( Mi , m i ) = 1 , 故由§1 定理即

知对每一 Mi ,有一 M′ i 存在 ,使得

M′ i Mi≡1( mod mi ) .

另一方面 m = mi Mi ,因此 mj | Mi , i≠ j ,故

∑
k

j = 1
M′ j Mj bj≡ M′ i Mi bi≡ bi ( mod m i )

即为 (1 )的解 .

若 x1 , x2 是适合 ( 1) 式的任意两个整数 ,则

x1 ≡ x2 ( mod mi ) , i = 1 , 2 , ⋯ , k ,

因 ( mi , m j ) = 1 ,于是 x1 ≡ x2 ( mod m ) , 故 (1 )的解只有 ( 2) .

证完

这个定理提供了解 ( 1 ) 式 ( ( mi , mj ) = 1 , i≠ j 的情形 ) 的方

法 ,现在我们也把它列表如下 :

除数 余数 最小公倍数 衍数 乘率 各  总 答   数

m1 5b1 �

m2 5b2 �

… …

mk bk

m = m1 �m2⋯ mk

M 1 bM′ 1 XM 1 gM′ 1 b1

M 2 bM′ 2 XM 2 gM′ 2 b2

… … …

M k M′ k Mk M′ k bk

x≡∑
k

i = 1 �
M iM′ i bi ( mod m )
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从表上可以看出这个方法是与孙子的算法完全一样的 , 因此我们

完全可以说这个定理是孙子发明的 , 他在国外文献中被称为中国

剩余定理 .由上表还可以看出解 ( 1 ) 式最困难之点是求乘率 M′ i ,

也就是要解同余式

x Mi≡1 ( mod mi ) .

我国宋代的大数学家秦九韶在他的杰作《数书九章》(1247) 中提出

了上述同余式的一般解法 ,他的解法和本讲义中的解法是一样的 .

秦氏把它叫做“求一术”( 参看李俨著《中算史论丛》, 第一集 ; 大衍

求一衍的过去与将来 ) .

孙子定理在数论中是一个很重要的定理 , 读者应该仔细地体

会 .为了下一节的应用 , 我们再证明

定理 2  若 b1 , b2 , ⋯ , bk 分别过模 m1 , m2 , ⋯ , mk 的完全剩

余系 ,则 ( 2) 过模 m = m1 m2 ⋯ mk 的完全剩余系 .

证  令 x0 = ∑
k

i = 1
M′ i Mi bi , 则 x0 过 m1 m2 ⋯ mk 个数 .这 m 个

数是两两不同余的 .这因为若

∑
k

i = 1
M′ i Mi b′ i≡∑

k

i = 1
M′ i Mi b″ i ( mod m )

则 M′ i Mi b′ i≡ M′ i Mi b″ i ( mod mi ) , i = 1 ,2 ,⋯ , k ,

即 b′ i≡ b″ i ( mod m i ) , i = 1 , 2 , ⋯ , k .但 b′ i , b″ i是模 m i 的同一完全剩

余系中的二数 ,故 b′ i = b″ i , i = 1 , 2 , ⋯ , k .由第三章§2 定理 1 的推

论即得定理的结理 . 证完

例 1  解同余式组

x≡ b1 ( mod5 ) , x≡ b2 ( mod6 ) , x≡ b3 ( mod7 ) , x≡ b4 ( mod11) .

解  此时 m = 5·6·7·11 = 2 310 , M1 = 6·7·11 = 462 , M2 =

5·7·11 = 385 , M3 = 5·6·11 = 330 , M4 = 5·6·7 = 210 .解

M′ i Mi≡1( mod m i ) , i = 1 , 2 , 3 , 4

得 M′ 1 = 3 , M′ 2 = 1 , M′ 3 = 1 , M′ 4 = 1 .故
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x≡3·462 b1 + 385 b2 + 330 b3 + 210 b4 ( mod2 310 )

即为所求 .

例 2  韩信点兵 :有兵一队 , 若列成五行纵队 ,则末行一人 , 成

六行纵队 ,则末行五人 , 成七行纵队 , 则末行四人 ; 成十一行纵队 ,

则末行十人 ,求兵数 .

解  此时 b1 = 1 , b2 = 5 , b3 = 4 , b4 = 10 , 故由例 1 即得

  x �≡3·462 + 385·5 + 330·4 + 210·10

≡6 731≡2 111 ( mod2 310) .

习   题

1. 试解下列各题 :

( i) 十一数余三 , 七二数余二 , 十三数余一 , 问本数 .

( ii) 二数余一 ,五数余二 ,七数余三 ,九数余四 ,问本数 .

(杨辉 : 续古摘奇算法 (1275 ) )

2.( i )设 m1 , m2 , m3 是三个正整数  证明 : [ ( m1 , m3 ) , ( m2 , m3 ) ] =

( [ m1 , m2 ] , m3 ) .

( ii) 设 d = ( m1 , m2 ) ,证明 :同余式组

x≡ b1 (mod m1 ) , x≡ b2 (mod m2 ) ( 3)

有解的充分与必要条件是 d | b1 - b2 .

在有解的情况下 ,适合 (3 )的一切整数可由下式求出 :

x≡ x1 , 2 (mod[ m1 , m2 ] ) ,

其中 x1, 2 是适合 ( 3)的一个整数 .

( iii) 应用 ( i) , ( ii)证明同余式组

x≡ bi (mod m i ) , i = 1 ,2 , ⋯ , k ( 4)

有解的充分与必要条件是 ( mi , m j ) | ( bi - bj ) , i , j = 1 ,2 ,⋯ , k, 并且在有解的

情况下 , 适合 (4)的一切整数可由下式求出 :

x≡ x1, 2 , ⋯ , k (mod[ m1 , m2 ,⋯ , mk ] )

其中 x1, 2 , ⋯ , k是适合 (4)的一个整数 .

  * 3.( i ) 设 m1 , m2 ,⋯ , mk 是 k 个正整数 , m′ i ( i = 1 , 2 ,⋯ , k )是 m i 的标

准分解式中满足下列要求的质数幂的乘积 , 即这些质数幂是在 m1 , m2 , ⋯ ,
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mk 的标准分解式中出现的最高次幂 , 证明 : 在 ( 4 )式有解的情况下 , ( 4)式与

同余式组

x≡ bi (mod m′ i ) , i = 1 ,2 , ⋯ , k ( 5)

等价 ,由此结论说明( 4)式的解法 .

( ii) 应用 ( i)求下列问题的解 : 今有数不知总 , 以五累减之无剩 ,以七百十

五累减之剩十 , 以二百四十七累减之剩一百四十 ,以三百九十一累减之剩二

百四十五 , 以一百八十七累减之剩一百零九 , 问总数若干 ? (黄宗宪 : 求一术

通解 :答数 10 020)

§3  高次同余式的解数及解法

本节应用以前的结果 , 初步地讨论一下高次同余式的解数及

解法 .我们的方法是先把合数模的同余式化成质数幂模的同余式 ,

然后讨论质数幂模的同余式的解法 .

定理 1  若 m1 , m2 , ⋯ , mk 是 k 个两两互质的正整数 , m =

m1 m2 ⋯ mk , 则同余式

f ( x )≡0 ( mod m ) ( 1)

与同余式组

f ( x ) ≡0( mod m i ) , i = 1 , 2 , ⋯ , k ( 2)

等价 (即任一适合 ( 1) 的整数适合 ( 2 ) , 反之任一适合 ( 2 )的整数也

适合 (1 ) ) .并且若用 Ti 表示 f ( x ) ≡0 ( mod m i ) , i = 1 , 2 , ⋯ , k , 对

模 m i 的解数 , T 表示 (1 )对模 m 的解数 , 则

T = T1 T2 ⋯ Tk . ( 3)

证  ( i) 我们先证 (1 ) , (2 )等价 .设 x0 是适合 ( 1)的整数 , 则

f ( x0 ) ≡0( mod m ) .

由 m = m1 m2 ⋯ mk 及第三章§1 性质壬即得

f ( x0 )≡0 ( mod m i ) , i = 1 ,2 ,⋯ , k .

反之 ,若 x0 适合 (2 ) ,则

f ( x0 )≡0( mod mi ) , i = 1 , 2 , ⋯ , k .
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由 ( mi , m j ) = 1 ( i≠ j )及第三章§1 性质辛即得

f ( x0 )≡0( mod m1 m2 ⋯ mk ) ,

故 (1 ) , (2 )等价 .

( ii) 设 f ( x )≡0( mod mi ) 的 T i 个不同解是

x≡ bi t
i
( mod mi ) , ti = 1 , 2 ,⋯ , Ti ,

则 (2 )的解即下列诸同余式组的解 :

x≡ b1 t
1
( mod m1 ) , x≡ b2 t

2
( mod m2 ) ,⋯ ,

x≡ bkt
k
( mod mk ) , ( 4)

其中 ti = 1 ,2 ,⋯ , Ti , i = 1 , 2 , ⋯ , k .由 ( i )知 ( 1 )的解与 ( 4 ) 的解相

同 .但由孙子定理知 ( 4) 中每一同余式组对模 m 恰有一解 , 故 ( 4)

有对模 m 的 T1 T2 ⋯ Tk 个解 .又由§2 定理 2 知此 T1 T2 ⋯ Tk 个

解对模 m 两两不同余 .故 ( 1)对模 m 的解数是

T = T1 T2 ⋯ Tk . 证完

例 1  解同余式

f ( x ) ≡0( mod35 ) , f ( x ) = x
4

+ 2 x
3

+ 8 x + 9 . ( 5)

解  由定理 1 知 (5 )与同余式组

f ( x )≡0 ( mod5 ) , f ( x )≡0( mod7)

等价 ,容易验证第一个同余式有两个解 : 即

x≡1 , 4( mod5) ,

而第二个同余式有三个解 :即

x≡3 , 5 , 6 ( mod7 ) .

故同余式 (5 )有 2·3 = 6 个解 .即诸同余式组

x≡ b1 ( mod5 ) , x≡ b2 ( mod7 ) , b1 = 1 , 4 , b2 = 3 , 5 , 6

的解 .由孙子定理得

x≡21 b1 + 15 b2 ( mod35) .

以 b1 , b2 的值分别代入即得 ( 5) 的全部解 :

x≡31 , 26 , 6 , 24 , 19 , 34( mod35 ) .
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我们已经知道任一正整数 m 可以写成标准分解式 : 即

m = p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k .

由定理 1 知欲解同余式 f ( x )≡0( mod m ) ,只要解同余式组

f ( x )≡0 ( mod p
α

i
i ) , i = 1 , 2 , ⋯ , k .

因此下面就来讨论

f ( x )≡0 ( mod p
α

) , p 质数 ( 6)

的解法 .但是由第三章§1 性质壬很容易知道适合 ( 6 )的每一个整

数都适合同余式

f ( x )≡0( mod p) . ( 7)

因此欲求 (6 )式的解 , 可以从 (7 )式的解出发 .我们来证明

定理 2  设

x≡ x 1 ( mod p)

即 x = x1 + pt1 , t1 = 0 , ±1 , ±2 , ⋯ ( 8)

是 (7 )的一解并且 p8 f′( x1 ) ( f′( x ) 是 f ( x ) 的导函数 ) , 则 ( 8 ) 刚

好给出 (6 )的一解 ( 对模 p
α
来说 ) :

x = xα + p
α

tα , tα = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ ,

即 x≡ xα( mod p
α

) , 其中 xα≡ x1 ( mod p ) .

证  我们用数学归纳法来证明 :

( i) 要求同余式 f ( x ) ≡0 ( mod p
2
) 由 (8 ) 所给出的解 , 即要求

满足 f ( x1 + pt1 )≡0 ( mod p
2

)的 t1 .应用泰勒 ( Taylor) 公式将此式

左端展开即得

f ( x1 ) + pt1 f′( x1 ) ≡0( mod p
2
) .

但 f ( x1 )≡0( mod p) ,故得

t1·f′( x 1 )≡ -
f ( x1 )

p
( mod p) .

由于 p8 f′( x1 ) ,故对模 p 来说恰有一解

t1 ≡ t′ 1 ( mod p) , 即 t1 = t′ 1 + pt2 .

代入 (8 )即得
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x = x1 + p( t′ 1 + pt2 ) = x2 + p
2

t2 ,

其中 x2 = x1 + pt′ 1 .显然 x2 ≡ x1 ( mod p ) , 且满 足 f ( x ) ≡ 0

( mod p
2
) .故 x≡ x2 ( mod p

2
) 是 f ( x ) ≡0 ( mod p

2
) 的一解 , 且系由

(8 )给出的惟一解 .

( ii) 假定定理对α - 1 的情形成立 ,即 (8 )刚好给出

f ( x ) ≡0( mod p
α - 1

)

的一个解 : x = xα - 1 + p
α - 1

tα - 1 , tα - 1 = 0 , ± 1 , ± 2 , ⋯ , xα- 1 ≡

x1 ( mod p ) .把它代入 (6 ) , 并将左端应用泰勒公式展开即得

f ( xα- 1 ) + p
α - 1

tα- 1 f′( xα - 1 )≡0 ( mod p
α

) .

但 f ( xα- 1 ) ≡0( mod p
α - 1

) ,因此

tα - 1·f′( xα - 1 )≡ -
f ( xα - 1 )

p
α - 1 ( mod p ) ,

由 xα - 1 ≡ x1 ( mod p ) 即得 f′( xα - 1 ) ≡ f′( x1 ) ( mod p ) , 但 p8

f′( x1 ) ,于是 p8 f′( xα - 1 ) , 故上式恰有一解

tα - 1 = t′ α - 1 + ptα, tα = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ .

因此刚好给出 (6 )式的一解

x = xα - 1 + p
α- 1

( t′ α - 1 + ptα) = xα8 p
α

tα,

其中 xα = xα - 1 + p
α - 1

t′ α - 1 ≡ x1 ( mod p) .故定理对 α的情形同样成

立 ,由归纳法 , 定理获证 . 证完

定理 2 的证法同时提供了一个由 ( 7 ) 的解求 ( 6) 的解的方法 ,

我们举一例来说明 .

例 2  解同余式

f ( x )≡0 ( mod27) , f ( x ) = x
4

+ 7 x + 4 .

解  f ( x ) ≡ 0 ( mod3 ) 有一解 x ≡ 1 ( mod3 ) , 并且 f′( 1 ) á

0( mod3) .以 x = 1 + 3 t1 代入 f ( x )≡0 ( mod9 )得

f ( 1) + 3 t1 f′(1 )≡0 ( mod9 ) .

但 f (1 )≡3 ( mod9 ) , f′( 1)≡2( mod9) , 故

3 + 3 t1·2≡0( mod9) , 即 2 t1 + 1≡0 ( mod3 ) .
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因此 t1 = 1 + 3 t2 , 而

x = 1 + 3( 1 + 3 t2 ) = 4 + 9 t2

是 f ( x ) ≡ 0 ( mod9 ) 的一 解 .以 x = 4 + 9 t2 代 入 f ( x ) ≡ 0

( mod27) ,即得

f ( 4) + 9 t2 f′(4 )≡0 ( mod27) ,18 + 9 t2·20≡0( mod27 ) ,

即  2 t2 + 2≡0 ( mod3 ) , t2 = 2 + 3 t3 .故

x = 4 + 9 (2 + 3 t3 ) = 22 + 27 t3

为所求的解 .

习   题

1. 解同余式

6 x
3

+ 27 x
2

+ 17 x + 20≡0(mod30 ) .

2. 解同余式

31 x
4

+ 57 x
3

+ 96 x + 191≡0( mod225) .

 * 3. 应用第三章§5 习题 2 , 及第四章§1 习题 5 证明 (3 )式 .

 * 4. 证明 5 x2 + 11 y2≡1( mod m )对任何正整数 m 都有解 .

§4  质数模的同余式

在上一节中 ,我们把解高次同余式的问题归结到了质数模的

高次同余式 ,但是我们还没有一般的方法去解质数模的同余式 .本

节只就质数模同余式的次数与解数的关系作一初步的讨论 .首先

我们考虑质数模同余式

f ( x )≡0 ( mod p) , f ( x ) = an x
n

+ an - 1 x
n - 1

+ ⋯ + a0 , ( 1)

其中 p 是质数 ,而 an á 0 ( mod p) .

定理 1  同余式 ( 1)与一个次数不超过 p - 1 的质数模同余式

等价 .

证  由多项式的带余式除法知有二整系数多项式 q ( x ) 及

r ( x ) 使
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f ( x ) = ( x
p

- x ) q( x ) + r ( x )

且 r ( x )的次数不超过 p - 1 .由费马定理知 , 对任何整数 x 来说

x
p

- x≡0( mod p ) .故对任何整数 x 来说

f ( x ) ≡ r ( x ) ( mod p) .

因此 (1 )与 r( x )≡0 ( mod p )等价 . 证完

定理 2  设 k≤ n , 而 x≡αi ( mod p ) ( i = 1 , 2 , ⋯ , k) 是 (1 ) 的

k 个不同解 ,则对任何整数 x 来说 ,

f ( x )≡ ( x - α1 ) ( x - α2 )⋯ ( x - αk ) fk ( x ) ( mod p ) , ( 2)

其中 fk ( x ) 是 n - k 次多项式 , 首项系数是 an .

证  由多项式带余除法得

f ( x ) = ( x - α1 ) f1 ( x ) + r ,

其中 f1 ( x )是首项系数为 an 的 n - 1 次多项式而 r 是一常数 .由

假设 , f (α1 ) ≡0( mod p ) .故 r≡0 ( mod p) .因此对任何整数 x 都有

f ( x ) ≡ ( x - α1 ) f1 ( x ) ( mod p) .

令 x = αi ( i = 2 , ⋯ , k )得

0≡ f (αi )≡ (αi - α1 ) f1 (αi ) ( mod p ) .

但αiá α1 ( mod p ) ( i = 2 , ⋯ , k ) , 而 p 是质数 ,故

f1 (αi ) ≡0( mod p) ( i = 2 , ⋯ , k ) .

由此 ,显然可以用归纳法证明我们的定理 . 证完

由定理 2 立刻得出下面两个定理 .

定理 3  ( i ) 对任何整数 x 来说 ,

x
p - 1

- 1≡ ( x - 1 ) ( x - 2)⋯ ( x - ( p - 1 ) ) ( mod p) ,

( ii) ( Wilson 定理 ) ( p - 1) !+ 1≡0( mod p) .

证明留给读者 .

定理 4  同余式 ( 1)的解数不超过它的次数 .

证  我们用反证法 .设 ( 1 ) 的解数超过 n 个 , 则 ( 1 ) 至少有 n

+ 1 个解 ,设为

x≡αi ( mod p) , i = 1 , 2 ,⋯ , n , n + 1 .
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由定理 2 得

f ( x ) ≡ an ( x - α1 ) ( x - α2 ) ⋯ ( x - αn ) ( mod p) .

由于 f (αn + 1 )≡0 ( mod p ) ,

an (αn + 1 - α1 ) (αn + 1 - α2 ) ⋯ (αn + 1 - αn )≡0 ( mod p) .

但 p 为质数 , aná 0( mod p) , 故有一 αi 使得αn + 1 - αi ≡0 ( mod p ) ,

这与假设矛盾 . 证完

下面我们进一步研究一下同余式 ( 1 ) 的解数与次数相等的情

况 .因 an á 0 ( mod p ) , 故由§1 定理知存在一个整数 a′ n 使得 a′ n an

≡1( mod p ) .容易证明 (1 )与同余式

x
n

+ ( a′ n an - 1 ) x
n - 1

+ ⋯ + ( a′ n a0 ) ≡0( mod p)

等价 .现在我们来证明

定理 5  若 n≤ p , 则同余式

f ( x )≡0( mod p) , f ( x ) = x
n

+ an - 1 x
n - 1

+ ⋯ + a0 ( 3)

有 n 个解的充分与必要条件是以 f ( x )除 x
p

- x 所得余式的一切

系数都是 p 的倍数 .

证  因为 f ( x )的首项系数是 1 ,故由带余式除法知有二整系

数多项式 q( x )及 r ( x ) 使

x
p

- x = f ( x ) q( x ) + r ( x ) , ( 4)

且 r ( x )的次数 < n , q( x )的次数是 p - n .若 (3 ) 有 n 个解 , 则由

费马定理知这 n 个解都是 x
p

- x≡0( mod p )的解 .由 (4 )即知这 n

个解也是 r( x ) ≡0( mod p )的解 .但 r( x )的次数小于 n , 故由定理

4 知 r ( x ) 的系数都是 p 的倍数 .反之 , 若 r ( x ) 的系数都被 p 整

除 ,则由 ( 4) 及费马定理知道 ,对任何整数 x 来说 ,都有

f ( x ) q( x )≡0 ( mod p) . ( 5)

这就是说 , ( 5) 有 p 个不同的解 ( x≡0 , 1 , ⋯ , p - 1 ( mod p ) ) .今假

设 f ( x )≡0( mod p) 的解数 k < n .另一方面 , 由定理 4 知 , q( x ) ≡

0( mod p )的解数 h≤ p - n .于是 ( 5)的解数≤ k + h < p , 这与上面

所得到的结论矛盾 .故定理获证 . 证完
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习   题

1. 设 n | p - 1 , n > 1 , ( a , p) = 1 ,证明同余式

xn≡ a( mod p)

有解的充分与必要条件是 a
p - 1

n ≡ 1 ( mod p ) , 并且在有解的情况下就有 n 个

解 .

2. 设 n 是正整数 , ( a , m ) = 1 , 并且已知同余式 xn≡ a(mod m)有一解 x

≡ x0 (mod m) .证明这个同余式的一切解可以表成

x≡ y x0 ( mod m ) ,

其中 y 是同余式 yn≡1(mod m )的解 .

  
*

3. 设 n 是正整数 , ( n , p - 1) = k .证明 x
n
≡1 (mod p)有 k 个解 .

  * 4. ( i) 应用定理 3( i )及定理 5 证明 ( x - 1 )⋯ ( x - p + 1 )的展开式中除

首项系数及常数项外都能被 p 整除 .

( ii) 证明当 p > 3 时 ( p - 1 ) ! 1 +
1
2

+ ⋯ +
1

p - 1
能被 p2 整除 .
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第五章  二次同余式与平方剩余

本章的目的是较深入地讨论二次同余式 .我们讨论的步骤大

致如下 :首先把问题归结到讨论形式如

x
2
≡ a( mod m )

的同余式 ,从而引入平方剩余与平方非剩余的概念 .再应用数论中

常用的函数 (勒让德符号及雅可比符号 )去讨论 m 是单质数的情

形 ,进而讨论一般的情形 .最后我们还应用本章结果解决两个不定

方程的问题 ,并介绍一下与它们有关的 , 著名的华林问题 .

§1  一般二次同余式

二次同余式的一般形状是

ax
2

+ bx + c ≡ 0 ( mod m ) , a á 0( mod m ) . ( 1)

一个二次同余式可能没有解 ,如 x
2

- 3≡0 ( mod7 ) 就没有解 , 因此

首先要讨论 (1 )在什么时候有解 .

设 m 的标准分解式是 m = p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k , 则由第四章§3 定理

1 , (1 )有解的充分与必要条件是下列每一个同余式有解

ax
2

+ bx + c ≡ 0( mod p
α

i
i ) , i = 1 , 2 , ⋯ , k .

因此我们转而讨论以质数幂为模的同余式 ,

f ( x ) ≡ 0( mod p
α

) , f ( x ) ≡ ax
2

+ bx + c . ( 2)

若 p
α

| ( a , b, c) ,则任一整数都满足 ( 2) ,即 ( 2) 有解 .若 p
r
‖ ( a, b,

c) ① , r < α,则可以 p
r
遍除 a , b, c 及模 p

α
而得一个形如 ( 2 )式的

同余式 ,但 p8 ( a , b, c) .故在 ( 2) 中可假定 p8 ( a , b, c) .

·88·

① 我们用 pr‖ k 表示 pr | k 且 p r + 18 k , 并读作 pr 恰整除 k .



( i) 若 p | a , p | b ,则 p8 c , 因而同余式

f ( x ) ≡ 0 ( mod p )

没有解 .故由第四章§3 的讨论 , ( 2)没有解 .

( ii) 若 p | a, p8 b, 则 f′( x ) = 2 ax + b≡0 ( mod p ) 无解 .因此

根据第四章§3 定理 2 , (2 )有解的充分与必要的条件是

ax
2

+ bx + c ≡ 0( mod p)

有解 .因为上面的同余式实际就是 bx + c≡0 ( mod p ) 而 ( p , b) =

1 , 故一定有解 ,因此 ( 2) 也有解 .

( iii) 若 p8 a, p > 2 , 则 ( p
α

, 4 a) = 1 .用 4 a 乘 ( 2) 后再配方 , 即

得

( 2 ax + b)
2

- A ≡ 0 ( mod p
α

) , A = b
2

- 4 ac . ( 3)

易证 (3 )与 ( 2) 等价 .用 y 代 2 ax + b 得

y
2

- A ≡ 0( mod p
α

) . ( 4)

  我们现在证明 : ( 2) 有解的充分与必要条件是 (4 )有解 .由以上

讨论 ,显然条件是必要的 , 所以只须证明条件的充分性 .设 ( 4) 有一

解 y = y0 .因 (2 a , p
α

) = 1 , 故

2 ax + b ≡ y0 ( mod p
α

)

有解 .因此 ( 3) 有解 ,故 ( 2) 有解 .这就证明了条件的充分性 .

( iv) 至于 p = 2 ,28 a 的情形的讨论如下 : 若 28 b, 则 f′( x ) =

2 ax + b≡0( mod2) 无解 , 与 ( ii ) 的讨论一样 , 即知 ( 2 ) 有解的充分

与必要条件是

ax
2

+ bx + c ≡ 0 ( mod2 )

有解 .但对任何 x 来说 ,由欧拉定理 x
2
≡ x ( mod2 ) .故上式与同余

式

( a + b) x + c ≡ 0( mod2)

等价 .但 2 | ( a + b) , 故 ( 2 ) 式有解的充分与必要条件是 2 | c , 若

2 | b, 则可设 b = 2 b1 .此时由于 ( 2
α

, a) = 1 ,故同余式 (2 )与同余式

( ax )
2

+ 2 b1 ( ax ) + ac ≡ 0 ( mod2
α

)

等价 ,亦即与同余式
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( ax + b)
2

- A ≡ 0( mod2
α

) , A = b
2

1 - ac ( 5)

等价 .仿 ( iii )可以证明 ( 5)有解的充分与必要条件是

y
2

- A ≡ 0 ( mod2
α

)

有解 .

总结起来 ,判断一般二次同余式有解与否问题 , 一定可以化成

判断形如 (4 )的同余式有解与否的问题 , 现在就转而讨论 ( 4 ) .若

p
α

| A , 则不难求出 ( 4 ) 的一切解 .若 p
α
8 A , 则设 p

β
‖ A , 而 A =

p
β

A1 ,α>β≥0 .若β≥1 , 则必得 p | y .设 p
r
‖ y , y = p

r
t , 代入 ( 4)

得

p
2 r

t
2

- p
β

A1 ≡ 0 ( mod p
α

) , p8 t , p8 A1 , ( 6)

由 (6 )得 ( p
2 r

t
2
, p

α
) = ( p

β
A1 , p

α
) = p

β
,再由第一章§4 推论 3.3 得

β= min( 2 r ,α) ,故

2 r = β .

这说明只有当β是双数时 , 才可能有解 , 至于当 β是双数时 , ( 6)

究竟有没有解还要看

t
2

- A1 ≡ 0 ( mod p
α- β

) , ( A1 , p
α- β

) = 1

有没有解而定 .

由以上讨论我们看到最后的问题就是讨论二次同余式

x
2
≡ a( mod p

α
) , ( a , p

α
) = 1

有解与否的问题 .或者更一般些 , 就是讨论二次同余式

x
2
≡ a( mod m ) , ( a , m ) = 1 ( 7)

是否有解 ,因此我们引进下面的定义 .

定义  若同余式 (7 )有解 , 则 a 叫做模 m 的平方剩余 ,若同余

式 (7 )无解 , 则 a 叫做模 m 的平方非剩余 .

为了以后叙述方便起见 ,在本章中用 p 表示大于 2 的质数 .

习   题

1. 在( 4)式中 , 若 p
α

| A ,试求出 (4 )的一切解来 .

2. 证明 : 同余式
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ax
2

+ bx + c ≡ 0(mod m ) , ( 2 a , m ) = 1

有解的充分与必要条件是

x2 ≡ q(mod m) , q = b2 - 4 ac

有解 ,并且前一同余式的一切解可由后一同余式的解导出 .

§2  单质数的平方剩余与平方非剩余

在这一节里我们只讨论单质数 p 的平方剩余与平方非剩余 ,

即讨论形如

x
2
≡ a( mod p) , ( a , p ) = 1 ( 1)

的同余式的解 .我们证明

定理 1(欧拉判别条件 )  若 ( a, p) = 1 ,则 a 是模 p 的平方剩

余的充分与必要条件是

a
p - 1

2 ≡ 1 ( mod p ) ; ( 2)

而 a 是模 p 的平方非剩余的充分与必要条件是

a
p - 1

2 ≡ - 1( mod p) , ( 3)

且若 a 是模 p 的平方剩余 ,则 (1 )式恰有二解 .

证  ( i) 因为 x
2

- a 能整除 x
p - 1

- a
p - 1

2 , 即有一整系数多项式

q( x )使 x
p - 1

- a
p - 1

2 = ( x
2

- a ) q( x ) , 故

     x
p

- x (= x ( x
p - 1

- a
p - 1

2 ) + ( a
p - 1

2 - 1 ) x

= ( x
2

- a) xq( x ) + ( a
p - 1

2 - 1) x .

若 a 是平方剩余 , 则 (2 )成立 .因而由第四章§4 定理 5 即知 x
2
≡

a( mod p ) 有二解 .反之若 (2 ) 成立 , 则由同一定理知 a 是平方剩

余 .

( ii) 由费马定理知 ,若 ( a , p) = 1 ,则

a
p - 1

≡ 1( mod p) .

因此 ( a
p - 1

2 + 1 ) ( a
p - 1

2 - 1 ) ≡ 0( mod p) .

·19·



由于 p 是单质数 , 故 ( 2) , ( 3 ) 有一且仅有一成立 .但由 ( i) 知 a 是

平方非剩余的充分与必要条件是

a
p - 1

2 á 1 ( mod p ) .

故 a 是平方非剩余的充分与必要条件是 ( 3) . 证完

定理 2  模 p 的简化剩余系中平方剩余与非剩余的个数各为

p - 1
2

, 而且
p - 1

2
个平方剩余分别与序列

1
2

, 2
2
, ⋯ ,

p - 1
2

2

( 4)

中之一数同余 ,且仅与一数同余 .

证  由定理 1 知平方剩余的个数等于同余式

x
p - 1

2 ≡ 1 ( mod p)

的解数 .但 x
p - 1

2 - 1 能整除 x
p

- x , 故由第四章§4 定理 5 知 , 平

方剩余的个数是
p - 1

2
, 而平方非剩余的个数是 ( p - 1 ) -

p - 1
2

=

p - 1
2

.

今证明定理的第二部分 : 显然 ( 4 ) 中的数都是平方剩余 , 且互

不同余 ,因若 k
2
≡ l

2
( mod p) , 1≤ k < l≤

p - 1
2

, 则 x
2
≡ l

2
( mod p)

有四解 x≡± k , ± l ( mod p) , 这与定理 1 矛盾 .再由定理的前一部

分即知第二部分成立 . 证完

习   题

1. 求出模 37 的平方剩余与平方非剩余 .

2.( i )应用前几章的结果证明 : 模 p 的简化剩余系中一定有平方剩余及

平方非剩余存在 .

( ii) 证明两个平方剩余的乘积是平方剩余 ;平方剩余与平方非剩余的乘

积是平方非剩余 .

( iii) 应用 ( i) , ( ii)证明 : 模 p 的简化剩余系中平方剩余与平方非剩余的
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个数各为
p - 1

2
.

3. 证明 : 同余式

x2 ≡ a( mod pα) , ( a , p) = 1

的解是 x≡± PQ′(mod pα) , 其中

P =
( z + a)α + ( z - a)α

2
, Q =

( z + a )α - ( z - a )α

2 a
,

z2 ≡ a( mod p) , QQ′≡ 1( mod pα) .

  4. 证明同余式 x2 + 1≡0( mod p) , p = 4 m + 1 的解是

x ≡± 1·2⋯ (2 m ) (mod p) .

§3  勒让德符号

上一节虽然得出平方剩余与平方非剩余的欧拉判别条件 , 但

是这个判别条件当 p 比较大的时候 , 很难实际运用 , 本节在引入

勒让德符号以后 ,要给出一个比较便于实际计算的判别方法 .

定义  勒让德 ( Legendre)符号
a
p

(读作 a 对 p 的勒让德符

号 )是一个对于给定的单质数 p 定义在一切整数 a 上的函数 , 它

的值规定如下 :

a
p

=

1 , a 是模 p 的平方剩余 ;

- 1 , a 是模 p 的平方非剩余 ;

0 , p | a .

  由勒让德符号的定义可以看出 ,如果能够很快地算出它的值 ,

那么也就会立刻知道同余式

x
2
≡ a( mod p)

有解与否 ,现在我们先讨论勒让德符号的几个简单性质 .

首先由定义及§2 定理 1 立刻得出

a
p

≡ a
p - 1

2 ( mod p) . ( 1)

由 (1 )又立刻得到
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1
p

= 1 , ( 2)

- 1
p

= ( - 1 )
p - 1

2 . ( 3)

  若  a≡ a1 ( mod p) , 则由定义得

a
p

=
a1

p
. ( 4)

又由 (1 ) ,

a1 a2 ⋯ an

p
�

≡ ( a1 a2 ⋯ an )
p - 1

2          

≡ a1

p - 1
2 a2

p - 1
2 ⋯ an

p - 1
2

≡
a1

p
a2

p
⋯

an

p
( mod p) .

由定义 ,
a1 a2 ⋯ an

p
-

a1

p
a2

p
⋯

an

p
≤2 .又 p > 2 ,故得

a1 a2 ⋯ an

p
=

a1

p
a2

p
⋯

an

p
. ( 5)

特别地 ,我们得到了

ab
2

p
=

a
p

, p8 b . ( 6)

  公式 (4 ) 说明要计算 a 对 p 的勒让德符号之值可以用 a1 ≡

a( mod p) , 0≤ a1 < p 去代替 a .(5 )式说明如果 a 是合数那么可把

a 对 p 的勒让德符号表成 a 的因数对 p 的勒让德符号的乘积 ; 而

(6 )式说明在计算过程中可以去掉符号上方不被 p 整除的任何平

方因数 .至于 ( 2) 式说明 1 永远是平方剩余 ; ( 3) 式说明当 p = 4 m

+ 1 时 , - 1 是平方剩余 ,当 p = 4 m + 3 时 , - 1 是平方非剩余 .

下面我们再举出几个性质 ,它们的证明见下节 .

定理 1

2
p

= ( - 1)
p

2
- 1

8 ; ( 7)

·49·



若 ( a , p ) = 1 , 28 a ,则

a
p

= ( - 1)
∑
p

1

k = 1

ak
p

, ( 8)

其中 p1 =
p - 1

2
.

由 (7 )式立刻得出

推论  当 p = 8 m±1 时 , 2 是平方剩余 , 当 p = 8 m±3 时 , 2

是平方非剩余 .

定理 2(二次反转定律 )  若 p 及 q 都是单质数 , ( p , q) = 1 ,

则

q
p

= ( - 1)
p - 1

2
·

q - 1
2

p
q

. ( 9)

  由 (2 )～ ( 9) 就可以给出一个能实际算出
a
p

的值的方法 , 因

此可以实际地判断 x
2
≡ a( mod p )是否可解 .我们举例来看 .

例  判断同余式

x
2
≡ 286 ( mod563 )

是否有解 .

解  已知 563 为质数 ,且 563 = 70×8 + 3 .故由 ( 5) , ( 7)即得

286
563

=
2

563
143
563

= -
143
563

= -
11

563
13

563
,

由 (9 ) , (2 ) , (5 ) , (4 ) , (7 )即得

13
563

=
563
13

=
4
13

= 1 ,
11

563
= -

563
11

= -
2

11
= 1 ,

故
286
563

= - 1 ,因而原同余式无解 .

这个方法能够实际应用于计算 , 但是在计算过程中当需要用

反转定律时 ,就必须将符号上方分解成标准分解式 .我们知道把一

数分解成标准分解式是没有什么一般方法的 , 因此这个方法对实

际计算来说 ,还有一定程度的缺点 .
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习   题

1. 用本节方法判断下列同余式是否有解

( i) x2≡429( mod563) ,

( ii) x2≡680( mod769 ) ,

( iii) x2 ≡503( mod1 013 )

(其中 503 , 563 ,769 , 1 013 都是质数) .

2. 求出以 - 2 为平方剩余的质数的一般表达式 ; 以 - 2 为平方非剩余时

的质数的一般表达式 .

3. 设 n 是正整数 , 4 n + 3 及 8 n + 7 都是质数 ,说明 :

24 n+ 3 ≡ 1 (mod8 n + 7) .

由此证明

23 (2
11

- 1) , 47 (2
23

- 1) , 503 ( 2
251

- 1) .

§4  前节定理的证明

为了证明前一节的定理 1 及定理 2 ,我们先证明

引理  设 ( a , p ) = 1 , ak k = 1 ,⋯ ,
p - 1

2
对模 p 的最小非负

剩余是 rk .若大于
p
2
的 rk 的个数是 m , 则

a
p

= ( - 1 )
m

.

  证  设 a1 , ⋯ , at 是一切小于
p
2
的 rk ; b1 , ⋯ , bm 是一切大于

p
2
的 rk ,由假设即得

a
p - 1

2
p - 1

2
! = ∏

k≤
p - 1

2

ak ≡∏
t

i = 1

ai∏
m

j = 1

bj ( mod p) . ( 1)

由于
p
2

< bj < p ,故 1≤ p - bj <
p
2

,且有 p - bi≠ aj ,否则即有一组

·69·



i , j 使 ai + bj = p ,亦即有 k1 及 k2 使

ak1 + ak2 ≡ 0( mod p) ,因而 k1 + k2 ≡ 0 ( mod p ) ,

而此为不可能的 .于是由 ( 1) 及 t + m =
p - 1

2
即得

    a
p - 1

2
p - 1

2
! �≡ ( - 1)

m

∏
t

i = 1

ai∏
m

j = 1

( p - bj )

= ( - 1)
m p - 1

2
!( mod p ) ,

因此

a
p

≡ a
p - 1

2 ≡ ( - 1)
m

( mod p ) ,

故引理获证 . 证完

Ⅰ.§3 定理 1 的证明 : rk , ai , bj , m 及 t 的意义如引理所规

定 .则由第一章§5 性质Ⅵ知

ak = p
ak
p

+ rk ,

于是 ,由引理的证明即得

 a
p

2
- 1

8
�= p∑

p - 1
2

k = 1

ak
p

+ ∑
t

i = 1

ai + ∑
m

j = 1

bj

= p∑

p - 1
2

k = 1

ak
p

+ ∑
t

i = 1

ai + ∑
m

j = 1

( p - bj ) + 2∑
m

j = 1

bj - mp

= p∑

p - 1
2

k = 1

ak
p

+ ∑

p - 1
2

k = 1

k - mp + 2∑
m

j = 1

bj

= p∑

p - 1
2

k = 1

ak
p

+
p

2
- 1

8
- mp + 2∑

m

j = 1

bj ,

即

( a - 1 )
p

2
- 1

8
≡ ∑

p - 1
2

k = 1

ak
p

+ m ( mod2) . ( 2)
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若 a = 2 ,则 0≤
ak
p

≤
p - 1

p
= 0 , 因而由 (2 )

m ≡
p

2
- 1

8
( mod2) ;

若 28 a, 则由 ( 2)

m ≡∑

p - 1
2

k = 1

ak
p

( mod2 ) .

故由引理知§3 定理 1 获证 . 证完

Ⅱ.§3 定理 2 的证明 : 要证明§3 定理 2 只须证明下式 , 即

q
p

p
q

= ( - 1 )
p - 1

2
·

q - 1
2

.
( 3)

但由§3 定理 1 知 (因为 28 p , 28 q)

q
p

= ( - 1 ) ∑
p
1

h = 1

qh
p ,

p
q

= ( - 1 ) ∑
q
1

k = 1

pk
q ,

其中 p1 =
p - 1

2
, q1 =

q - 1
2

, 于是要证明 ( 3) , 只须证明

∑
p

1

h = 1

qh
p

+ ∑
q

1

k = 1

pk
q

= p1 q1 . ( 4)

我们不妨假定 p > q ,并用几何的形式来证明 (4 ) :

在图 5.4.1 中我们可以看出矩形 OABC 所含的 ( 除去 OA ,

OC 上的 )格子点 ( 即坐标都是整数的点 )的个数是 p1 q1 .

图 5.4.1

·89·



  另一方面 ,直线 OK 的方程是 k =
q
p

h ,由于 p , q 是互质的二

质数 ,故在线段 O K 上 , 除 O 点与 K 点外不再有格子点 .因此直

线 O K 把矩形 OABC 所含的格子点分成两类 : 一类在 O K 上方 ,

一类在 O K 下方 .我们现在证明在 OK 下方的格子点的个数是

∑
p

1

h = 1

qh
p

.

  我们先看三角形 OA M 内的格子点 ( OA 上的格子点除外 ) 的

个数 .容易看出在直线 ST 上 , 同时又在三角形 OA M 内的格子点

的个数是
qh
p

,故在三角形 OA M 内的格子点数是 ∑
p

1

h = 1

qh
p

.又

由于 M 点的 坐标是 p1 ,
qp1

p
,因此 B M 之长 =

p - q
2 p

< 1 .故三角

形 BLM 内除 B L 上的格子点外不再有格子点 , 故在 OK 下方的

格子点的个数等于三角形 OAM 内格子点的个数 , 即为 ∑
p

1

h = 1

qh
p

.

用类似的方法可以证明在 OK 上方的格子数是∑
q

1

k = 1

pk
q

.故 ( 4) 式

获证 .因此定理获证 . 证完

由定理 2 我们还可以直接得出判别一些具体的整数是平方剩

余的方法 ,我们把它们放在习题里当作练习 .

习   题

1. 求以±3 为平方剩余的质数的一般表达式 , 什么质数以±3 为平方非

剩余 ?

2. 求以 3 为最小平方非剩余的质数的一般表达式 .

§5  雅可比符号

在§3 里我们曾经提出勒让德符号的值的计算方法 , 并且也
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指出了那个计算方法有它的缺点 .通过本节就可以看出 , 去掉那个

缺点的一个最好的方法就是引进雅可比符号 :

定义  雅可比 ( Jacobi)符号
a
m

( 读作 a 对 m 的雅可比符号 )

是一个对于给定的大于 1 的单整数 m 定义在一切整数 a 上的函

数 ,它在 a 上的函数值是

a
m

=
a
p1

a
p2

⋯
a
pr

, ( 1)

其中 m = p1 p2 ⋯ pr , pi 是质数 ,
a
pi

是 a 对 pi 的勒让德符号 .

应该指出 ,雅可比符号一方面是勒让德符号的推广 , 另一方面

它与勒让德符号有一点很重要的不同 , 就是根据勒让德符号的值

可以判断同余式是否有解 , 但是雅可比符号的值一般来说没有这

个功用 .例如根据定义

2
9

=
2
3

2
3

= 1 ,

但同余式 x
2
≡2 ( mod9 )无解 .这一差别读者应该注意 .

引入了雅可比符号以后 , 勒让德符号值的实际计算的问题就

基本上解决了 ,并且简化了 .我们先证明雅可比符号有很多与勒让

德符号相同的性质 .

首先我们有下列性质 ,即若 a≡ a1 ( mod m ) ,则

a
m

=
a1

m
. ( 2)

因为由 a≡ a1 ( mod m ) 即得 a≡ a1 ( mod pi ) , i = 1 , 2 , ⋯ , r , 故由

(1 )

       
a
m

�
=

a
p1

a
p2

⋯
a
pr

=
a1

p1

a1

p2
⋯

a1

pr
=

a1

m
.

  其次有
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1
m

= 1 , ( 3)

- 1
m

= ( - 1)
m - 1

2 . ( 4)

为了证明 (4 )及其他性质 , 我们先证明

引理  若 28 m , m = p1 p2 ⋯ pr ,则

m - 1
2

=
p1 - 1

2
+

p2 - 1
2

+ ⋯ +
pr - 1

2
+ 2 N ,

m
2

- 1
8

=
p

2

1 - 1
8

+
p

2

2 - 1
8

+ ⋯ +
p

2

r - 1
8

+ 2 N′,

其中 N 及 N′是整数 .

证  
m - 1

2
U=

p1 p2 ⋯ pr - 1
2

=
1 + 2

p1 - 1
2

1 + 2
p2 - 1

2
⋯ 1 + 2

pr - 1
2

- 1

2

= ∑
r

i = 1

pi - 1
2

+ 2 N ,

m
2

- 1
8

�=
p

2

1 p
2

2 ⋯ p
2

r - 1
8

=
1 + 8

p
2
1 - 1
8

1 + 8
p

2
2 - 1
8

⋯ 1 + 8
p

2
r - 1
8

- 1

8

= ∑
r

i = 1

p
2
i - 1
8

+ 2 N′, 证完

由引理及 (1 )即得

- 1
m

= ∏
r

i = 1

- 1
pi

= ( - 1 )∑
r

i = 1

p
i

- 1

2 = ( - 1 )
m - 1

2 .

  再次易证

a1 a2 ⋯ an

m
=

a1

m
a2

m
⋯

an

m
, ( 5)

特别地 ,
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ab
2

m
=

a
m

, ( b, m ) = 1 . ( 6)

因为由定义及§3( 5) 即得

a1 a2 ⋯ an

m
�

= ∏
r

i = 1

∏
n

j = 1

aj

pi

= ∏
r

i = 1
∏

n

j = 1

aj

pi

= ∏
n

j = 1
∏

r

i = 1

aj

pi
= ∏

n

j = 1

aj

m
.

又由定义 ,§3 (7 )及引理

2
m

= ∏
r

i = 1

2
pi

= ( - 1 )∑
r

i = 1

p
2

i
- 1

8 = ( - 1)
m

2
- 1

8 ,

故

2
m

= ( - 1 )
m

2
- 1

8 . ( 7)

  最后我们证明下列性质 ,若 m , n 都是大于 1 的单整数 ,则

n
m

= ( - 1)
m - 1

2
·

n - 1
2

m
n

. ( 8)

  若 ( m , n )≠1 , 则
n
m

=
m
n

= 0 ,故 (8 )式成立 .若 ( m , n ) =

1 , 则假定 n = q1 q2 ⋯ qs ,由定义 , ( 5)及§3( 9)即得

n
m

�
= ∏

r

i = 1

n
pi

= ∏
r

i = 1
∏

s

j = 1

qj

pi

= ∏
r

i = 1
∏

s

j = 1

( - 1 )
p

i
- 1

2
·

q
j
- 1

2
pi

qj

= ( - 1 )
∑

r

i = 1
∑
s

j = 1

p
i

- 1

2
·

q
j

- 1

2 ∏
r

i = 1
∏

s

j = 1

pi

qj

.

但由引理

 ∑
r

i = 1
∑

s

j = 1

pi - 1
2

·
qj - 1

2
E= ∑

r

i = 1

pi - 1
2 ∑

s

j = 1

qj - 1
2

=
m - 1

2
+ 2 N1

n - 1
2

+ 2 N2
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=
m - 1

2
·

n - 1
2

+ 2 N .

故得

n
m

�
= ( - 1)

m - 1
2

·
n - 1

2 ∏
r

i = 1
∏

s

j = 1

pi

qj

= ( - 1)
m - 1

2
·

n - 1
2

m
n

,

即 (8 )式获证 .

雅可比符号
a
m

的好处就是它一方面具有勒让德符号一样

的性质 (2 )～ ( 8 ) , 而在 r = 1 时 , 它的值与勒让德符号的值相等 .

另一方面它并没有 m 必须是质数的限制 , 因此要想计算勒让德符

号的值 ,只需把它看成是雅可比符号来计算 .而在计算雅可比符号

的值时 ,由于不必考虑 m 是不是质数 , 所以在实际计算上就非常

方便 ,并且利用雅可比符号最后一定能把勒让德符号的值算出来 .

例  判断同余式

x
2
≡ 286 ( mod563 )

是否有解 .

  解

286
563

�
=

2
563

143
563

= ( - 1) ( - 1 )
14 3 - 1

2
·

56 3 - 1
2 563

143

=
- 9

143
=

- 1
143

= - 1 ,

故上同余式无解 .

至于这种形式的同余式的解法留给读者作为习题 (习题 3 ) .

习   题

1. 判断§3 习题 1 所列各同余式是否有解 .

2. 求出下列同余式的解数 :

( i) x2≡3 766 (mod5 987 ) , ( ii ) x2≡3 149( mod5 987 )

其中 5 987 是一质数 .

·301·



3.( i ) 在有解的情况下 ,应用§2 定理 1 , 求同余式

x2 ≡ a(mod p) , p = 4 m + 3

的解 .

( ii) 在有解的情况下 , 应用§2 定理 1 及§3 定理 1 的推论 ,求同余式

x2 ≡ a(mod p) , p = 8 m + 5

的解 .
* ( iii) 若同余式

x2 ≡ a(mod p) , p = 8 m + 1

有解 ,并且已知 N 是模 p 的平方非剩余 .试举出上述同余式的一个解法 .

§6  合数模的情形

以上各节我们讨论了单质数模的同余式

x
2
≡ a( mod p) , ( a , p ) = 1

有解的条件 ,本节将讨论合数模同余式

x
2
≡ a( mod m ) , ( a , m ) = 1 ( 1)

有解的条件及解的个数 .

由算术基本定理可把 m 写成标准分解式 : m = 2
α

p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k .

又由第四章§3 定理 1 知 ( 1)有解的充分与必要条件是同余式组

x
2
≡ a( mod2

α
) , x

2
≡ a( mod p

α
i

i ) , i = 1 , 2 ,⋯ , k ( 2)

有解 ,并且在有解的情况下 , ( 1 ) 的解数是 ( 2 )中各式解数的乘积 ,

因此我们从讨论同余式

x
2
≡ a( mod p

α
) ,α> 0 , ( a , p ) = 1 ( 3)

开始 .

定理 1  ( 3)有解的充分与必要条件是
a
p

= 1 , 并且在有解

的情况下 , ( 3) 式的解数是 2 .

证  若
a
p

= - 1 , 则同余式 x
2
≡ a ( mod p )无解 , 因而 ( 3 ) 式

无解 ,故条件的必要性获证 .
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若
a
p

= 1 , 则由§2 定理 1 , 同余式 x
2
≡ a ( mod p) 恰有两个

解 ,设 x≡ x1 ( mod p) 是它的一个解 , 那么由 ( a, p ) = 1 即得 ( x1 ,

p ) = 1 .又因为 28 p , 故 ( 2 x1 , p) = 1 .若令 f ( x ) = x
2

- a, 则 p8 f′

( x1 ) , 由第四章§3 定理 2 知从 x≡ x1 ( mod p ) 可得出 ( 3 ) 的一个

惟一的解 .因此由 x
2
≡ a( mod p)的两解给出 (3 )的两个解 , 并且仅

有两个 ,故定理获证 . 证完

现在我们来讨论同余式

x
2
≡ a( mod2

α
) ,α> 0 , (2 , a) = 1 ( 4)

的解 .首先我们立刻可以看出 , 当 α= 1 时 , ( 4 ) 永远有解 , 并且解

数是 1 .因此以下只讨论 α> 1 的情形 .

定理 2  设 α> 1 则 (4 )有解的必要条件是 ( i )当α= 2 时 , a≡

1( mod4) ; ( ii )当 α≥3 时 , a≡1 ( mod8 ) .

若上述条件成立 ,则 ( 4) 有解 , 并且当 α= 2 时 , 解数是 2; 当 α

≥3 时 ,解数是 4 .

证  若 x≡ x1 ( mod2
α

)是 (4 )的任一解 ,由 (α, 2 ) = 1 即得 ( x1 ,

2) = 1 , 因此 x1 = 1 + 2 t1 ,其中 t 是整数 , 由此即得

1 + 4 t1 ( t1 + 1) ≡ a( mod2
α

) ,

( i) 当α= 2 时 , 2
α

= 4 , 因此

a≡1 + 4 t1 ( t1 + 1 )≡1 ( mod4 ) .

( ii) 当α≥3 时 , 则 1 + 4 t1 ( t1 + 1) ≡ a( mod8 ) , 又 2 | t1 ( t1 +

1) ,故

a≡1( mod8) .

故条件的必要性获证 .

若当 α= 2 时 , ( i ) 成立 , 则 a ≡ 1 ( mod2
α

) .显然 x ≡ 1 , 3

( mod2
α

)都是 ( 4)的解 , 且仅有此二解 .

若当α= 3 时 , ( ii) 成立 , 则 a≡ 1 ( mod2
α

) .显然 x≡1 , 3 , 5 , 7

( mod2
α

)都是 ( 4)的解 , 且仅有此四解 .

现在进一步讨论 α> 3 的情形 , 容易看出在 α= 3 而 ( ii )成立
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时 ,适合

x
2
≡ a( mod2

3
)

的整数是一切单数 ,我们把它们写成下列形式 :

x = ± ( 1 + 4 t3 ) , t3 = 0 , ±1 , ±2 , ⋯ . ( 5)

我们来考查 (5 )中的哪些整数适合同余式 x
2
≡ a ( mod16 ) , 此时必

须

(1 + 4 t3 )
2
≡ a( mod16) ,即 t3 ≡

a - 1
8

( mod2) .

亦即 t3 = t′ 3 + 2 t4 , t′ 3 =
a - 1

8
,

故 x = ± ( 1 + 4 t′ 3 + 8 t4 ) = ± ( x4 + 8 t4 ) ,

x4 = 1 + 4 t′ 3 , t4 = 0 ,±1 ,±2 ,⋯

是适合同余式 x
2
≡ a ( mod16 ) 的一切整数 .用同样的方法可以证

明适合同余式 x
2
≡ a( mod2

5
) 的一切整数是

x = ± ( x5 + 16 t5 ) , t5 = 0 ,±1 ,±2 ,⋯

x
2

5 ≡ a( mod2
5

) .

仿此即可得出对任一α> 3 , 适合同余式 ( 4)的一切整数是

x = ± ( xα + 2
α - 1

tα) , tα = 0 ,±1 ,±2 ,⋯ ,

x
2

α≡ a( mod2
α

) .

这些 x 对模 2
α
来说作成四个解 :即

x≡ xα, xα + 2
α- 1

, - xα , - xα - 2
α - 1

( mod2
α

) .

因为 xα + 2
α - 1

≡ xα≡1( mod4) , - xα - 2
α - 1

≡ - xα≡ - 1 ( mod4 ) ,

xα + 2
α- 1

á xα( mod2
α

) , - xα - 2
α- 1

á - xα( mod2
α

) .

证完

例  解 x
2
≡57( mod64 ) .

因 57≡1 ( mod8) , 故有四解 , 把 x 写成 x = ± ( 1 + 4 t3 ) , 代入

原同余式得到 (1 + 4 t3 )
2
≡57 ( mod16 ) .由此得 t3 ≡1 ( mod2 ) , 故 x

= ± (1 + 4( 1 + 2 t4 ) ) = ± (5 + 8 t4 ) 是适合 x
2
≡57( mod16 ) 的一切
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整数 , 再代入同余式得到 ( 5 + 8 t4 )
2
≡ 57 ( mod32 ) .由此得 t4 ≡

0( mod2) ,故 x = ± ( 5 + 8·2 t5 ) = ± ( 5 + 16 t5 ) 是适合 x
2
≡

57 ( mod32) 的一切整数 .仿前由 ( 5 + 16 t5 )
2
≡57 ( mod64 ) 得到 t5 ≡

1( mod2) ,故 x = ± ( 5 + 16( 1 + 2 t6 ) ) = ± (21 + 32 t6 ) 是适合 x
2
≡

57 ( mod64) 的一切整数 ,因此

x≡21 , 53 , - 21 , - 53( mod64 )

是所求的四个解 .

由定理 1 , 2 及第四章§3 定理 1 即得

定理 3  同余式

x
2
≡ a( mod m ) ; m = 2

α
p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k , ( a , m ) = 1

有解的必要条件是 : 当 α= 2 时 , a≡ 1 ( mod4 ) ; 当 α≥ 3 时 , a≡

1( mod8) 并且
a
pi

= 1 , i = 1 , 2 , ⋯ , k .

若上述条件成立 , 则有解并且 ( i )当 α= 0 及 1 时 , 解数是 2
k
;

当α= 2 时 , 解数是 2
k + 1

;当 α≥3 时 , 解数是 2
k + 2

.

习   题

1. 解同余式 x
2
≡59( mod125 ) , x

2
≡41( mod64) .

2.( i )证明同余式 x2≡1 (mod m )与同余式 ( x + 1) ( x - 1)≡0 ( mod m )等

价 , ( ii )应用 ( i)举出一个求同余式 x
2
≡1(mod m )的一切解的方法 .

*
§7  把单质数表成二数平方和

这一节将应用本章前几节的理论来解决把单质数表成二数平

方和的问题 ,更确切地说 , 给定 p , 我们要求出不定方程

p = x
2

+ y
2
, x > 0 , y > 0

有解的条件 ,同时我们还将进一步讨论不定方程

p = x
2

+ ay
2
, x > 0 , y > 0 , a = 2

有解的条件 .为了达到这个目的 , 我们先证明
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引理 1  若 ( k , p) = 1 , 则

∑
p - 1

x = 0

x ( x + k )
p

= - 1 .

证 ( i ) 若 ( x , p) = 1 , 则由第四章§1 定理知有一整数 x′使

得 x′x ≡ 1( mod p) , 0 < x′< p 成立 , 并且易证 x′是惟一存在的

( 若 x 过模 p的简化剩余系 , 则 x′过模 p的最小非负简化剩余系 ) .

( ii) 由 ( i) 即得

∑
p - 1

x = 0

x ( x + k )
p

(
= ∑

p - 1

x = 1

x ( x + k )
p

= ∑
p - 1

x = 1

x′
2

x ( x + k )
p

= ∑
p - 1

x′= 1

1 + k x′
p

= ∑
p - 1

x′= 0

1 + k x′
p

- 1 .

因为 ( k , p) = 1 ,故 1 + k x′过模 p 的完全剩余系 .故由§2 定理及

勒让德符号的定义即得

∑
p - 1

x′= 0

1 + kx′
p

= 0 .

因此引理获证 . 证完

引理 2 设 p 是形如 4 m + 1 的质数 , ( k , p) = 1 ,

S ( k ) = ∑
p - 1

x = 0

x ( x
2

+ k )
p

,

则 ( i) S ( k ) 是双数 ; ( ii) S ( kt
2

) =
t
p

S ( k ) .

证 ( i) 因为
0
p

= 0 , 故

S( k ) �= ∑
p - 1

x = 1

x ( x
2

+ k)
p

= ∑

p - 1
2

x = 1

x ( x
2

+ k )
p

+ ∑

p - 1
2

x = 1

( p - x ) ( ( p - x )
2

+ k )
p

,

由于 p = 4 m + 1 , 因此
- 1
p

= 1 .又因 ( p - x ) ( ( p - x )
2

+ k)

≡ - x ( x
2

+ k ) ( mod p) ,
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故
( p - x ) ( ( p - x )

2
+ k )

p
=

x ( x
2

+ k )
p

,

因而 S ( k ) = 2∑
2 m

x = 1

x ( x
2

+ k)
p

, 2 m =
p - 1

2
,

即 S ( k ) 是双数 .

( ii) 若 t ≡ 0( mod p) ,则
t

p
S ( k ) = 0 ,

S ( kt
2
) = ∑

p - 1

x = 0

x
p

= 0 ,

故 S ( kt
2

) =
t
p

S ( k ) .若 t á 0( mod p) ,则 ( t , p ) = 1 , 因而 x 与

x t 都是过模 p 的完全剩余系 .故

S( kt
2
) �= ∑

p - 1

x = 0

x ( x
2

+ kt
2
)

p
= ∑

p - 1

x = 0

x t ( ( x t)
2

+ kt
2

)
p

=
t
3

p ∑
p - 1

x = 0

x ( x
2

+ k )
p

=
t
p

S ( k ) .

证完

引理 3 若
r
p

= 1 ,
n
p

= - 1 , 则 r·1
2
, ⋯ , r·

p - 1
2

2

,

n·1
2
,⋯ , n·

p - 1
2

2

为模 p 的一个简化剩余系 .

证 显然 ( rt
2
, p) = 1 , ( nt

2
, p) = 1 , 0 < t <

p - 1
2

.又 rt
2
1 á

rt
2
2 ( mod p) , 0 < t1 < t2 <

p - 1
2

, nt
2
1 á nt

2
2 ( mod p) , 0 < t1 < t2

<
p - 1

2
,并且 nt

2

1 á rt
2

2 ( mod p) , 0 < t1 , t2 <
p - 1

2
.因为 n 是平

方非剩余 , 因而 nt
2
1 是平方非剩余 ,而 r 是平方剩余 , 因而 rt

2
2 是平

方剩余 .故 nt
2

1 á rt
2

2 ( mod p ) .而上述的数共有 p - 1 个 , 故由第三

章 §3 定理 2 知引理成立 . 证完

定理 1 若 p 是 4 m + 1 形状的质数 , 则
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p =
1
2

S ( r)
2

+
1
2

S( n )
2

,

其中 S ( k ) 即引理 2 中所定义的 ,而
r
p

= 1 ,
n
p

= - 1 .

证 令 p - 1 = 2 p1 ,则由引理 2 ( ii) 及引理 3

p1 ( S( r ) )
2

+ p1 ( S ( n) )
2

= ∑
p

1

t = 1

( S ( rt
2
) )

2
+ ∑

p
1

t = 1

( S ( nt
2
) )

2

= ∑
p - 1

k = 1

( S ( k ) )
2

= ∑
p - 1

k = 1
∑

p - 1

y = 0
∑

p - 1

x = 0

xy ( x
2

+ k ) ( y
2

+ k )
p

= ∑
p - 1

x = 1
∑

p - 1

y = 1
∑

p - 1

k = 1

x y( x
2

+ k ) ( y
2

+ k )
p

.

当 y ≠ x 或 p - x , 则 y
2
á x

2
( mod p ) .此时令 y

2
+ k = z ,

则 ( x
2

+ k ) ( y
2

+ k ) = z ( z + ( x
2

- y
2
) ) ,而 ( x - y

2
, p ) = 1 .由

引理 1 即知

∑
p - 1

k = 1

x y ( x
2

+ k ) ( y
2

+ k)
p

=
xy
p ∑

p - 1

k = 0

( x
2

+ k) ( y
2

+ k )
p

- 1

=
xy
p ∑

p - 1

z = 0

z ( z + ( x
2

- y
2

) )
p

- 1 = - 2
xy
p

.

当 y = x 或 p - x 时 , y
2
≡ x

2
( mod p ) ,则

∑
p - 1

k = 1

x y ( x
2

+ k ) ( y
2

+ k)
p

W
=

xy
p ∑

p - 1

k = 1

x
2

+ k
p

2

= ( p - 2 )
xy
p

,

因为在和式∑
p - 1

k = 1

x
2

+ k
p

2

中有一且仅有一 k 使得 x
2

+ k ≡

0( mod p ) 成立 .故

 p1 ( S( r ) )
2

+ p1 ( S ( n) )
2

= ∑
p - 1

x = 1
∑

p - 1

y = 1

x
2
á y

2
( mod p )

- 2
x y
p

+ ∑
p - 1

x = 1
∑

p - 1

y = 1

x
2
≡ y

2
( mod p )

( p - 2)
xy
p
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= - 2∑
p - 1

x = 1
∑

p - 1

y = 1

x y
p

+ p ∑
p - 1

x = 1
∑

p - 1

y = 1

x
2
≡ y

2
( mod p )

x y
p

= - 2 ∑
p - 1

x = 1

x
p ∑

p - 1

y = 1

y
p

+ p ∑
p - 1

x = 1
∑

p - 1

y = 1
y = x

xy
p

+

 p ∑
p - 1

x = 1
∑

p - 1

y = 1
y = p - x

x y
p

.

但 ∑
p - 1

x = 1

x
p

= 0 ,

x y
p

=

x
2

p
= 1 , y = x ,

- x
2

p
= 1 , y = p - x ( 因 p = 4 m + 1) .

故由上式得

p1 ( S( r ) )
2

+ p1 ( S ( n) )
2

= 2 p ( p - 1) = 4 pp1 .

由引理 2 , ( i) 知

p =
1
2

S ( r)
2

+
1
2

S( n )
2

,

而
1
2

S( r ) ,
1
2

S ( n) 为整数 . 证完

推论 不定方程

p = x
2

+ y
2

有正整数解的充分与必要条件是 p = 4 m + 1 (证明留给读者 ) .

定理 2 不定方程

p = x
2

+ 2 y
2

( 1)

有正整数解的充分与必要条件是
- 2
p

= 1 , 即 p = 8 m + 1 , 或

8 m + 3 .

证 ( i) 条件的必要性 .若 (1 ) 有正整数解 , 则 ( x , p) = ( y ,

p ) = 1 .于是有一整数 y′使得 yy′≡ 1 ( mod p) 成立 , 由此即得
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( x
2

+ 2 y
2
) y′

2
≡ ( x· y′)

2
+ 2 ≡ 0 ( mod p) ,

即
- 2
p

= 1 .

( ii) 条件的 充分性 . 若
- 2
p

= 1 , 则同余式 x
2

+ 2 ≡

0( mod p ) , | x |≤
p
2

, 有解 .此时

0 < 2 + x
2
≤ 2 +

p
2

4
< p

2
.

故有正整数 m , x , y 使得

x
2

+ 2 y
2

= mp , 0 < m < p ( 2)

成立 .设 m0 是使 (2 ) 成立的最小正整数 ,今将证 m0 = 1 .

假定 m0 > 1 , 由绝对最小完全剩余系的性质立即可知有二整

数 x1 , y1 ,使得

x ≡ x1 ( mod m0 ) , y ≡ y1 ( mod m0 ) , | x1 |≤
1
2

m0 , | y1 |≤
1
2

m0 ,

( 3)

并且 | x1 | , | y1 | 不全为 0 .否则 x1 = 0 , y1 = 0 , 因而 m0 | x ,

m0 | y , m
2
0 | x

2
+ 2 y

2
, 即得 m0 | p .但 m0 < p ,于是 m0 = 1 , 而与

m0 > 1 矛盾 .由 (3 ) 即得

0 < x
2

1 + 2 y
2

1 ≤
1
4

+
2
4

m
2

0 < m
2

0 ,

x
2
1 + 2 y

2
1 ≡ x

2
+ 2 y

2
≡ 0 ( mod m0 ) .

故 x
2
1 + 2 y

2
1 = m1 m0 , 0 < m1 < m0 , 因此由 (2 ) 即得

m
2
0 m1 p = ( x

2
+ 2 y

2
) ( x

2
1 + 2 y

2
1 ) = ( xx1 + 2 yy1 )

2
+ 2( xy1 - x1 y)

2
.

又由 (3 ) ,

x x1 + 2 yy1 ≡ x
2

1 + 2 y
2

1 ≡ 0( mod m0 ) ,

xy1 - x1 y ≡ x1 y1 - x1 y1 ≡ 0( mod m0 ) .

故 m1 p = x
2

+ 2 y
2
有非负整数解

| x x1 + 2 yy1 |
m0

,
| xy1 - x1 y |

m0
,
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且都不为零 .因为不然的话 , 则有一数为零 ,因而 m1 p 为一平方数

或平方数的 2 倍 ,由 0 < m1 < p 及 p 是质数知道这是不可能的 ,

故 m1 也使得 (2 ) 成立 ,这与 m0 的定义矛盾 ,故 m0 = 1 , 而定理获

证 . 证完

习   题

1.( i ) 应用定理 1 证明推论 ; ( ii ) 应用证明定理 2 的方法证明推论 .

2. 证明 : 不定方程 p = x
2

+ 3 y
2
有解的充分与必要条件是

- 3
p

= 1 .

3. 设ε=± 1 ,η=± 1 , 而 T 是使得
x
p

= ε,
x + 1

p
= η成立的 x ( x

= 1 ,2 ,⋯ , p - 2 ) 的个数 , 证明 :

T =
1
4

p - 2 - ε
- 1
p

- η - ε - η ,

试就ε,η的值可能出现的四种情况解释这个结果的意义 .

*
§8  把正整数表成平方和

上一节我们讨论了把一质数表成两个整数的平方和的问题 .

在这一节里我们一方面要把质数这一限制取消 , 而讨论任一正整

数表成两个整数的平方和的条件 ; 另一方面要证明每一个正整数

能够表成四个整数的平方和 . 后一结果就是著名的拉格朗日

( Lagrange) 定理 .此外 ,我们还要简单地介绍一下堆垒数论中一个

著名的问题 ,即华林 ( Waring) 问题 .

设 n 是任一正整数 ,由算术基本定理很容易知道 , 能够把 n 写

成一个平方数与一个没有平方因数的整数的乘积 ,即

n = n
2
1 n2 , ( 1)

其中 n2 没有平方因数 .因此我们要讨论把正整数表成平方和的问

题 ,关键在于讨论没有平方因数的正整数 .

定理 1 设 n = n
2

1 n2 , n > 0 ,且 n2 没有平方因数 ,则 n 能表
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成两个整数的平方和的充分与必要条件是 n2 没有形状是 4 m + 3

的质因数 .

证 ( i) 设 m1 , m2 是能写成两个整数的平方和的两个正整

数 ,即

m1 = x
2
1 + y

2
1 , m2 = x

2
2 + y

2
2 ,

则由直接计算就可以知道

m1 m2 = ( x
2
1 + y

2
1 ) ( x

2
2 + y

2
2 ) = ( x1 x2 + y1 y2 )

2
+ ( x1 y2 - x2 y1 )

2

( 2)

即 m1 m2 也能表成两个整数的平方和 .

( ii) 条件的充分性 .若 n2 没有形状是 4 m + 3 的质因数 ,则 n2

的质因数只有 2 及形状是 4 m + 1 的质数 .由 2 = 1
2

+ 1
2
及 §7 定

理 1即知 n2 的每一质因数都能表成两个整数的平方和 .由 ( i) 即知

n2 能表成两个整数的平方 , 因此 n 能表成两个整数的平方和 .

( iii) 条件的必要性 .若 n2 中有一个形状是 4 m + 3 的质因数 ,

不妨记作 p = 4 m + 3 ,则有一正整数 r ,使得 p
r
‖ n .由 n = n

2
1 n2

及 n2 没有平方因数即得 28 r .

假定 n 能表成两个整数的平方和 , 即

n = x
2

+ y
2
,

令 ( x , y ) = d ,则 x = Xd , y = Yd , ( X , Y ) = 1 , n = d
2
( X

2
+

Y
2
) .因 28 r , 故 p | X

2
+ Y

2
.并且 p8 X ,因为不然的话 , p | X ,

p | Y , 而 ( X , Y ) ≠ 1 .故

X
2

+ Y
2
≡ 0( mod p) , ( p , X ) = 1 .

由第四章 §1 定理 ,即知有一整数 X′使得 XX′≡ 1 ( mod p) , 因而

( Y X′)
2
≡ - 1( mod p ) ,

即
- 1
p

= 1 .但由 §3( 3) 知
- 1
p

= ( - 1)
2 m + 1

= - 1 , 故得出矛

盾 . 证完

为了证明每一正整数能表成四个整数的平方和 ,我们先证明
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引理 若 n1 , n2 是正整数 ,并且都能表成四个整数的平方和 ,

则 n1 n2 也能表成四个整数的平方和 .

证 设 n1 = x
2

1 + x
2

2 + x
2

3 + x
2

4 , n2 = y
2

1 + y
2

2 + y
2

3 + y
2

4 ,则

n1 n2 �= ( x
2
1 + x

2
2 + x

2
3 + x

2
4 ) ( y

2
1 + y

2
2 + y

2
3 + y

2
4 )

= ( x1 y1 + x2 y2 + x3 y3 + x4 y4 )
2

+ ( x1 y2 - x2 y1 + x3 y4 -

 x4 y3 )
2

+ ( x1 y3 - x3 y1 + x4 y2 - x2 y4 )
2

+

 ( x1 y4 - x4 y1 + x2 y3 - x3 y2 )
2

. 证完

由引理立刻可以看出问题的关键在于证明下面的

定理 2 每一质数都能表成四个整数的平方和 .

证 因为 2 = 1
2

+ 1
2

+ 0 + 0 ,故对于质数 2 的情形 ,定理成立 .

设 p ≠ 2 , 我们先证明

( i) 存在整数 x , y , m 使得下面的式子成立

1 + x
2

+ y
2

= mp , 0 < m < p . ( 3)

考虑下列 p + 1 个整数

0
2
, 1

2
, 2

2
, ⋯ ,

p - 1
2

2

, - 1 , - 1 - 1
2
, - 1 - 2

2
,⋯

⋯ , - 1 -
p - 1

2

2

,

因为对模 p 来说 ,只有 p 个剩余 .故有两个整数 x , y 存在 , 使得

x
2
≡ - 1 - y

2
( mod p) , 0 ≤ x ≤

p - 1
2

,0 ≤ y ≤
p - 1

2
.

因此 1 + x
2

+ y
2

= m p ,而 0 < 1 + x
2

+ y
2

< 1 + 2
p
2

2

< p
2
,

故 0 < m < p .

( ii) 由 ( i) 我们知道 p 有一个正的倍数能表成四个整数的平

方和 .因此 p有一个最小的正倍数能表成四个整数的平方和 , 我们

把它写成 m0 p ,则

m0 p = x
2
1 + x

2
2 + x

2
3 + x

2
4 , 0 < m0 < p . ( 4)

今将证 m0 = 1 .
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首先我们证明 m0 是单数 .假定 m0 是双数 ,则 x
2

1 + x
2

2 + x
2

3 +

x
2
4 是双数 .此时有三种情形 : ( a) x1 , x2 , x3 , x4 都是双数 , ( b) 都是

单数 , ( c) 有两个是双数 , 两个是单数 , 不妨假定 x1 , x2 是双数 ,

x3 , x4 是单数 .那么不论是哪一种情形 ,

x1 + x2 , x1 - x2 , x3 + x4 , x3 - x4

都是双数 .因此

1
2

m0 p =
x1 + x2

2

2

+
x1 - x2

2

2

+
x3 + x4

2

2

+
x3 - x4

2

2

,

即
1
2

m0 p 能表成四个整数的平方和 .这与 m0 的定义矛盾 , 故 m0

是单数 .

假定 m0 > 1 , 则 m0 ≥ 3 ,且 m08 ( x1 , x2 , x3 , x4 ) .因为不然的

话 ,由 ( 4) 即得 m
2

0 | m0 p 因而 m0 | p ,这与 1 < m0 < p 矛盾 .故

存在不全为零的四个整数 y1 , y2 , y3 , y4 使得下列式子成立

yi ≡ x i ( mod m0 ) , | yi | <
1
2

m0 , i = 1 , 2 , 3 , 4 . ( 5)

因此 0 < y
2
1 + y

2
2 + y

2
3 + y

2
4 < 4

1
2

m0

2

= m
2
0 ,

y
2
1 + y

2
2 + y

2
3 + y

2
4 ≡ x

2
1 + x

2
2 + x

2
3 + x

2
4 ≡ 0 ( mod m0 ) ,

即 y
2
1 + y

2
2 + y

2
3 + y

2
4 = m0 m1 , 0 < m1 < m0 . ( 6)

由引理及 (4 ) , (6 ) 两式即知有四个整数 z1 , z2 , z3 , z4 使得

m
2

0 m1 p = z
2

1 + z
2

2 + z
2

3 + z
2

4 , ( 7)

并且由引理及 (4 ) , (5 ) 两式

z1 = ∑
4

i = 1

x i yi ≡ ∑
4

i = 1

x
2

i ≡ 0( mod m0 ) ,

z2 = x1 y2 - x2 y1 + x3 y4 - x4 y3 ≡ 0 ( mod m0 ) ,

z3 = x1 y3 - x3 y1 + x4 y2 - x2 y4 ≡ 0 ( mod m0 ) ,
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z4 = x1 y4 - x4 y1 + x2 y3 - x3 y2 ≡ 0 ( mod m0 ) .

故 zi = m0 ti ( i = 1 , 2 , 3 , 4) .代入 ( 7) 式即得

m1 p = t
2
1 + t

2
2 + t

2
3 + t

2
4 ,

这与 m0 的定义矛盾 .故 m0 = 1 ,而定理获证 . 证完

由引理 ,定理 2 及 1 = 1
2

+ 0
2

+ 0
2

+ 0
2
即得

定理 3( Lagrange) 每一正整数都能表成四个整数的平方

和 .

定理 3 只是解决了所谓华林问题的一个特例 .我们现在介绍

一下华林问题 :华林在 1770 年提出每一个正整数是 4 个整数的平

方和 ,是 9 个整数的立方和 , 是 19 个整数的四方和等等 .从他的话

看来 ,他相信下述的结论是正确的 :

对于一个给定的正整数 k ,存在一个整数 s = s( k ) 使得每一

正整数 n 能够表成 s 个非负整数的 k 方和 .

但是华林自己并没有能够证明这个断言是正确的 , 而这个断

言就是堆垒数论里著名的华林问题 .首先解决华林问题的是希尔

伯特 ( Hilbert ) , 他在 1909 年证明了对于每一个 k 都可以找到 s =

s( k) ,使每一正整数都能表成 s 个非负整数的 k 方和 .

进一步我们要问究竟最小的 s是什么 .通常用 g( k ) 代表最小

的 s ,于是每一个正整数都可以表成 g( k ) 个非负整数的 k 方和 .

但至少有一个正整数不能表成 g( k ) - 1 个非负整数的 k 方和 .

由定理 3知道 g( 2) ≤ 4 , 另一方面可以验证 7 = 2
2

+ 3×1
2
不

能用三个平方和去表示 , 故 g(2 ) = 4 .可以证明 g(3 ) = 9 , 也可以

证明充分大的正整数可以表成 7 个非负整数的立方和 , 由这个事

实看来 , g(3 ) = 9 这个数字并没有太大的意义 .也就是说 ,“多少

立方和能表一切正整数”的问题并不如“多少立方和能表出充分

大的正整数”的问题更有意义 .

因此 , 我们用 G ( k ) 代表对于充分大的正整数能表成 s个 k 方

和的 s 的最小值 .这样我们可以证明 G( 2) = 4 .而对于 G (3 ) 就只
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知道 , G (3 ) ≥ 4 及 G (3 ) ≤ 7 (林尼克 ,Линник) , 但我们却知道

G( 4) = 16(德汶颇特 , Davenport ) .对于其他的 G ( k ) , 还没有最后

的结果 . 继希尔伯特之后 , 首先对 G ( k ) 得出结果的是哈代

( Hardy ) 与李特乌德 ( Littlewood) .他们证明了

G ( k ) ≤ (1 + ε( k ) ) k2
k - 2

,

其中ε( k ) → 0 ,当 k→ ∞ .维诺格拉陀夫 (И.М.Виноградов) 大大

地改进了上面的结果 ,他先证明了

G ( k ) < 6 klog k + ( 4 + log216 ) k ,

后来又证明了

G ( k ) < k ( 3log k + 11) .

运用他的方法 ,还可以证明当 k ≥ 6 成立时 ,

g( k) = 2
k

+
3
2

k

- 2 .

(狄克生 Dickson , 皮拉 Pillai , 乃文 Niven) 陈景润还证明了 : g( 5)

= 37 , 19≤ g( 4) ≤ 27 .这样对于 g( k ) , 只有 g( 4) 没有求出 .对于

G( k ) , 哈代与李特乌德还作了下面的猜测 : 当 k = 2
m

, m > 1 时 ,

G( k ) = 4 k; 而 k ≠ 2
m

, m > 1 时 , G ( k ) ≤ 2 k + 1 .直到现在 , 除

k = 2 , 4 以外 ,还没有人能够断定这个猜测的对与不对 .

应该指出 , 我国数学家华罗庚在研究华林问题中用 s个 k 方和

表 n 的表法数目的渐近公式方面得到了比哈代与李特乌德要好的

结果 .华罗庚在等幂和的问题方面还得到以下结果 : 设 M ( k ) 表示

能使下列不定方程组有解的 s 的最小值 :

x
h
1 + ⋯ + x

h
s = y

h
1 + ⋯ + y

h
s ( h = 1 , 2 , ⋯ , k ) ,

x
k+ 1
1 + ⋯ + x

k + 1
s ≠ y

k+ 1
1 + ⋯ + y

k+ 1
s .

则

M ( k ) ≤ ( k + 1 )
log

1
2

( k + 2 )

log 1 +
1
k

+ 1 ～ k
2
log k .
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这个结果直到现在还是最好的① .他又在 1952年证明 s > s0 ( 其中

s0 是 k 的一个函数 s0 ～ 3 k
2
log k ) 时可以得到上列方程组的解数的

渐近公式 .

习   题

试证 : G (2) = 4 .  

  ①  我们用 f ( x )～ g( x ) 表示 lim
x→∞

f ( x )
g ( x )

= 1 .
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第六章  原根与指标

在上一章里面 ,我们讨论了如何判断同余式 x
2
≡ a ( mod m )

有解与否的问题 ,本章将进一步讨论同余式

x
n
≡ a( mod m ) ( 1)

在什么条件下有解 .在讨论过程中要引进原根与指标这两个概念 ,

这两个概念在数论里是很有用的 .本章通过原根与指标的研究 , 最

后要把 ( 1 )式对某些特殊的 m 有解的条件利用指标表达出来 , 在

本章末节还要顺便讨论另一个在数论里具重要性的概念 , 就是所

谓特征函数 .

§1  指数及其基本性质

由欧拉定理知道 : 若 ( a , m ) = 1 , m > 1 则 a
φ( m )

≡1 ( mod m ) .

这就是说 ,若 ( a , m ) = 1 , m > 1 , 则存在一个正整数 γ满足 a
γ
≡

1( mod m ) , 因此也存在满足上述要求的最小正整数 .故有

定义  若 m > 1 , ( a , m ) = 1 , 则使得同余式

a
γ
≡1 ( mod m )

成立的最小正整数 γ叫做 a 对模 m 的指数 .

若 a 对模 m 的指数是φ( m ) ,则 a 叫做模 m 的一个原根 .

例  2 对模 7 的指数是 3 , 对模 11 的指数是 10 .因此 2 是模

11 的一个原根 , 而不是模 7 的原根 .

5 是模 3 及模 6 的原根 ,同时还是模 3
2
, 2·3

2
的原根 , 因为

5
2
≡7( mod3

2
) , 5

3
≡ - 1 ( mod3

2
) , 5

4
≡ - 5 ( mod3

2
) ,

5
5
≡ - 7 ( mod3

2
) , 5

6
≡1( mod3

2
) ,

而 φ(3
2
) = 6 .
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原根是否存在 ,以及模 m 的原根有多少个这两个问题 , 留待

以下几节讨论 .这一节我们先讨论指数的基本性质 .

定理 1  若 a 对模 m 的指数是δ, 则 1 = a
0
, ⋯ , a

δ - 1
对模 m

两两不同余 .

证  我们用反证法证明 .假定有两个整数 k , l 满足下列条

件 :

a
l
≡ a

k
( mod m ) , 0≤ k < l < δ,

因 ( a , m ) = 1 ,故得 a
l - k

≡1( mod m ) , 0 < l - k < δ .这与 δ是 a 对

模 m 的指数矛盾 , 故定理获证 . 证完

定理 2  若 a 对模 m 的指数是δ, 则 a
γ
≡ a

γ′
( mod m ) 成立的

充分与必要条件是 γ≡γ′( modδ) ,特别地 , a
γ
≡1 ( mod m ) 成立的

充分与必要条件是δ|γ .

证  由带余式除法 ,可设 γ= δq + r ,γ′= δq′+ r′, 0≤ r < δ,

0≤ r′< δ .由于 a
δ
≡1 ( mod m ) , 故

a
γ

= ( a
δ

)
q
a

r
≡ a

r
( mod m ) ,

a
γ′

= ( a
δ

)
q′

a
r′
≡ a

r′
( mod m ) .

因此 , a
γ
≡ a

γ′
( mod m )的充分与必要条件是 a

r
≡ a

r′
( mod m ) .但由

定理 1 及 0≤ r , r′<δ即知 :若 a
r
≡ a

r′
( mod m ) ,则 r = r′,反之若

r = r′,则 a
r
≡ a

r′
( mod m ) .故知 a

γ
≡ a

γ′
( mod m )的充分与必要条

件是 r = r′,即 γ≡γ′( modδ) . 证完

由定理 2 及欧拉定理立刻得出

推论 2.1 若 a 对模 m 的指数是δ, 则 δ|φ( m ) .

推论 2.2 设 0 < a < b, ( a , b) = 1 , b = 2
α
5
β
b1 , ( b1 , 10 ) = 1 ,

b1 ≠1 , 若将有理数
a
b
化成循环小数时 ,则此循环小数的循环节的

长度为δ|φ( b1 ) .

证 由第三章§4 定理 2、3 的证明可以看出此循环小数的循

环节长度是使

10
t
≡1( mod b1 )
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成立的最小正整数 δ, 这就是说循环节的长度是 10 对模 b1 的指

数 ,故 δ|φ( b1 ) . 证完

定理 3 若 x 对模 m 的指数是 ab , a > 0 , b > 0 , 则 x
a
对模 m

的指数是 b .

证 因为 ( x , m ) = 1 , 故 ( x
a
, m ) = 1 .因此 x

a
对模 m 的指数

是存在的 .设 x
a
对模 m 的指数是δ, 则 ( x

a
)
δ
≡1 ( mod m ) .由定理

2 , ab | aδ,因而 b |δ .

另一方面 , ab 是 x 对模 m 的指数 , 因此 ( x
a
)

b
≡1 ( mod m ) , 而

δ是 x
a
对模 m 的指数 ,故由定理 2 ,δ| b .又 b,δ都是正整数 ,故 b

= δ . 证完

定理 4  若 x 对模 m 的指数是 a , y 对模 m 的指数是 b ,并且

( a , b) = 1 , 则 xy 对模 m 的指数是 ab .

证 因为 ( x , m ) = ( y , m ) = 1 ,故 ( x y , m ) = 1 , 因此 x y 对模

m 的指 数是存 在的 .设 xy 对模 m 的指 数是 δ, 则 ( xy )
δ
≡

1( mod m ) , 由此即得

1≡ ( x y )
bδ
≡ x

bδ
y

bδ
≡ x

bδ
( mod m ) .

由定理 2 即得 a | bδ .但 ( a , b) = 1 ,故 a |δ .同样可以证明 b |δ .再

由 ( a , b) = 1 即得 ab |δ .

另一方面 ( x y )
ab

= ( x
a

)
b

( y
b

)
a
≡ 1 ( mod m ) .由定理 2 知 ,

δ| ab, 又因为 ab > 0 ,δ> 0 ,故 δ= ab . 证完

习   题

1. 设 p 是单质数 , a 是大于 1 的整数 .证明 :

( i) ap - 1 的单质因数是 a - 1 的因数或是形如 2 px + 1 的整数 , 其中 x

是整数 ;

( ii) ap + 1 的单质因数是 a + 1 的因数或是形如 2 px + 1 的整数 , 其中 x

是整数 .

2. 设 a 对模 m 的指数是δ,试证 aλ 对模 m 的指数是
δ

(λ,δ)
.
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§2  原根存在的条件

任给一模 m , 原根是不一定存在的 .实际上 , 只有在 m 是 2 ,

4 , p
a
, 2 p

a
( p 是单质数 ) 四者之一时原根才存在 , 这就是本节要证

明的主要结果 .

我们先讨论 m 是单质数的情形 , 并在本章以后各节中用 p

代表单质数 .

定理 1  若 p 是单质数 , 则模 p 的原根是存在的 .

证  在模 p 的简化剩余系 1 , 2 , ⋯ , p - 1 里 , 每一整数对模 p

都有它自己的指数 .从这 p - 1 个指数中取出所有不同的指数 , 记

作

δ1 ,δ2 , ⋯ ,δr . ( 1)

令τ= [δ1 ,δ2 ,⋯ ,δr ] ,今将证明 : ( i) 有一数 g, 它对模 p 的指数是

τ; ( ii)τ= p - 1 .如果这两点被证明了 ,那么 g 便是模 p 的一个原

根而定理获证 .

( i ) 设τ= q
α

1
1 q

α
2

2 ⋯ q
α

k
k 是τ的标准分解式 , 则对每一 s 来说 , 在

(1 )里一定有一 δ使得δ= aq
α

s
s .由 (1 ) 的意义知有一整数 , 它对模

p 的指数是δ .设这个整数是 x , 则由§1 定理 3 知 xs = x
a
对模 p

的指数是 q
α

s
s .故在 1 , 2 ,⋯ , p - 1 里有 k 个数 x′ 1 , x′ 2 , ⋯ , x′ k , 使 x′ s

( s = 1 , 2 , ⋯ , k )对模 p 的指数是 q
α

s
s .

令 g = x′ 1 x′ 2 ⋯ x′ k ,则由§1 定理 4 即知 g 对模 p 的指数是τ .

( ii) 因为δs ( s = 1 , 2 , ⋯ , r )是 τ的因数 , 而 1 , 2 , ⋯ , p - 1 中

任一数的指数都在 (1 )中出现 , 故 x
τ
≡1 ( mod p ) , x = 1 , 2 , ⋯ , p -

1 , 即同余式 x
τ
≡1( mod p) 至少有 p - 1 个解 .由第四章§4 定理 4

知 p - 1≤ r .

但由§1 推论 2.1 知 δs | p - 1( s = 1 , 2 , ⋯ , r) , 故 τ| p - 1 .由

此即得τ≤ p - 1 .故 τ= p - 1 . 证完

·321·



我们应用定理 1 来讨论 m = p
α
或 2 p

α
时的情形 .

定理 2  设 g 是模 p 的一个原根 , 则存在一整数 t0 使得由等

式 ( g + pt0 )
p - 1

= 1 + pu0 所确定的 u0 不能被 p 整除 , 并且对应于

这个 t0 的 g + pt0 就是模 p
α
的原根 , 其中 α是大于 1 的任何整

数 .

证  由欧拉定理即得 g
p - 1

≡1( mod p) ,也就是说有一整数 T0

存在使得下列两等式成立 :

g
p - 1

= 1 + pT0 ,

( g + pt )
p - 1

= 1 + p( T0 - g
p - 2

t + p T ) = 1 + p u , ( 2)

其中 u = T0 - g
p - 2

t + pT , T 是 t 的整系数多项式 .显然对任何整

数 t 来说 , u≡ T0 - g
p - 2

t ( mod p) .又由 ( 2) , ( g
p - 2

, p ) = 1 .故此时

同余式 g
p - 2

t - T0 ≡0 ( mod p )只有一解 , 因而有一 t0 存在使 g
p - 2

t0 - T0 ≡�/0 ( mod p ) .故 t0 所对应的 u0 (即由 ( g + pt0 )
p - 1

= 1 + pu0

所确定的 u0 ) 不被 p 整除 .

对于满足上述要求的那个 t0 我们还有

( g + pt0 )
p ( p - 1 )

= (1 + pu0 )
p

= 1 + p
2

u1 , ( 3)

其中

    u1 �= u0 + (
p

2 ) u
2
0 + (

p
3 ) pu

3
0 + ⋯ + p

p - 2
u

p
0

≡ u0 ( mod p) ,

因而 p 不能整除 u1 .同样可得

( g + pt0 )
p

2
( p - 1 )

= ( 1 + p
2

u1 )
p

= 1 + p
3

u2 ,

( g + pt0 )
p

3
( p - 1 )

= ( 1 + p
3

u2 )
p

= 1 + p
4

u3 , ( 4)

        ⋯⋯⋯⋯

其中 u0 ≡ u1 ≡ u2 ≡ u3 ≡⋯ ( mod p ) ,即 p8 us , s = 1 , 2 , 3 ,⋯ .

设 g + pt0 对模 p
α
的指数是δ,则

( g + pt0 )
δ
≡1 ( mod p

α
) . ( 5)

由此即得 ( g + pt0 )
δ
≡1 ( mod p ) .但 g + pt0 是模 p 的一个原根 ,
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故 ( p - 1 ) |δ .另一方面由 δ的定义知δ|φ( p
α

) , 即 δ| p
α - 1

( p - 1)

故δ= p
r - 1

( p - 1) ,其中 r 是 1 , 2 , ⋯ ,α中某一数 .将此结果代入

(5 )式 , 再由 (2 ) , (3 )及 ( 4) 即得

1 + p
r
ur - 1 ≡1( mod p

α
) , 即 p

r
ur - 1 ≡0 ( mod p

α
) .

但 p8 ur - 1 , 故得 p
r
≡ 0 ( mod p

α
) , 由此 α≤ r , 故 r = α, 即 δ=

φ( p
α

) . 证完

定理 3  设 α≥1 , g 是模 p
α
的一个原根 , 则 g 与 g + p

α
中的

单数是模 2 p
α
的一个原根 .

证  我们先证明 ( i) 每一单数 x 若适合同余式 x
γ
≡1 ( mod p

α
)

及 x
γ
≡1 ( mod2 p

α
) 中的任一个时 ,则必适合另一个 .

若 x 适合同余式 x
γ
≡1( mod2 p

α
)时 , 显然 x 适合同余式 x

γ
≡

1( mod p
α

) .反之若 x 适合 x
γ
≡1( mod p

α
)时 ,由 28 x 即得 28 x

γ
, 因

而 x
γ
≡1 ( mod2 ) ,但 (2 , p

α
) = 1 ,故得 x

γ
≡1( mod2 p

α
) .

( ii) 若 g 是单数 , 则

g
φ( p

α
)
≡1( mod p

α
) , g

r
≡�/1( mod p

α
) , 0 < r < φ( p

α
) .

由 ( i) 及 φ( p
α

) = φ( 2 p
α

)即得

g
φ( 2 p

α
)
≡1( mod2 p

α
) , g

r
≡�/1 ( mod2 p

α
) , 0 < r < φ(2 p

α
) .

故 g 是模 2 p
α
的一个原根 .

( iii) 对 g + p
α
是单数的情形 ,其证法完全与 ( ii)相同 .

证完

定理 4  模 m 的原根存在的充分与必要条件是 m 等于 2 , 4 ,

p
α
或 2 p

α
, 其中 p 是单质数 .

证  ( i) 当 n≥3 时 , 下列同余式永远成立 :

a
2

( n - 2 )

≡1( mod2
n
) , ( a , 2

n
) = 1 . ( 6)

因为 a = 2 a1 + 1 , 故

a
2

= 4 a1 ( a1 + 1 ) + 1≡1( mod2
3
) ,

a
2

2

= (1 + 8 t1 )
2

= 1 + 16 ( t1 + 4 t
2

1 )≡1 ( mod2
4
) .

·521·



若 a
2

( ( n - 1 ) - 2 )

≡1( mod2
n - 1

) ,则

a
2

( n - 2 ) �

= ( 1 + 2
n - 1

tn - 3 )
2

= 1 + 2
n
( tn - 3 + 2

n - 2
t
2

n - 3 )

≡1 ( mod2
n
) .

故由归纳法 , ( 6) 永远成立 .

( ii) 设 m = 2
n
p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k 是 m 的标准分解式 , 若 ( a , m ) = 1 ,

则 ( a , 2
n
) = 1 , ( a , p

α
i

i ) = 1 .自欧拉定理及 ( i )即得

a
φ( p

α
i
i
)
≡1( mod p

α
i

i ) , i = 1 , 2 ,⋯ , k; ( 7)

令 a
φ( 2

n
)
≡1( mod2

n
) ,当 n≤2 ; a

1
2

φ( 2
n

)
≡1( mod2

n
) , 当 n≥3 . ( 8)

τ=
φ(2

n
) , n≤2 ,

1
2
φ(2

n
) , n≥3 ,

h = [τ,φ( p
α

1
1 ) ,φ( p

α
2

2 ) , ⋯ ,φ( p
α

k
k ) ] ,

则由 (7 ) , (8 )及第三章§1 性质辛即得

a
h
≡1 ( mod m ) .

既然上式对于所有与 m 互质的 a 都成立 ,故若 h < φ( m ) , 则由原

根的定义 ,模 m 的原根是不存在的 .因此我们要讨论 , 何时 h 可

能等于φ( m ) .

当 n≥3 时 ,

h ≤ τ∏
k

i = 1

φ( p
α

i
i ) =

1
2
φ( m ) < φ( m ) ;

当 k > 1 时 , 由 28 p1 , 28 p2 即知 2 |φ( p
α

1
1 ) , 2 |φ( p

α
2

2 ) .因此

[φ( p
α

1
1 ) ,φ( p

α
2

2 ) ] < φ( p
α

1
1 )φ( p

α
2

2 ) ,

h < φ( 2
n
)∏

k

i = 1

φ( p
α

i
i ) = φ( m ) ;

当 n = 2 , k = 1 时 ,φ(2
n
) = 2 ,2 |φ( p

α
1

1 ) , 而

h = φ( p
α

1
1 ) < φ( 2

n
)φ( p

α
1

1 ) = φ( m ) .

故只有在
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n = 1

k = 0
,

n = 2

k = 0
,

n = 0

k = 1
,

n = 1

k = 1

四种情形下 , h 才可能等于φ( m ) , 即只有在 m 是 2 , 4 , p
α

, 2 p
α
四

种数中的一个时 , 模 m 的原根才可能存在 , 故条件的必要性获

证 .   

( iii) 当 m = 2 时 ,φ( 2 ) = 1 .此时 1 是模 2 的原根 , 当 m = 4

时 ,φ(4 ) = 2 , 此时 3 是原根 .当 m = p
α
或 2 p

α
时 , 由定理 1 , 2 , 3 知

模 m 的原根是存在的 , 故条件的充分性获证 . 证完

在定理 4 的证明中我们已经找出了模 2 及模 4 的一个原根 .

我们证明了下面的定理以后 ,还可以给出一个求模 p
α
及模 2 p

α
的

原根的方法 .

定理 5  设 m > 1 ,φ( m )的所有不同质因数是 q1 , q2 , ⋯ , qk ,

( g, m ) = 1 ,则 g 是模 m 的一个原根的充分与必要条件是

g
φ( m )�/q

i≡�/1( mod m ) , i = 1 , 2 , ⋯ , k . ( 9)

证  ( i) 若 g 是模 m 的原根 .则 g 对模 m 的指数是φ( m ) .

但 0 <
φ( m )

qi
< φ( m ) , i = 1 , 2 ,⋯ , k , 故

g
φ( m )�/q

i≡�/1( mod m ) , i = 1 , 2 , ⋯ , k .

( ii) 若 (9 )式成立 .设 g 对模 m 的指数是δ, 我们用反证法证

明δ= φ( m ) .

假定δ< φ( m ) , 则由§1 推论 2.1 知 δ|φ( m ) .因此
φ( m )

δ

是大于 1 的整数 ,且有一 qi
φ( m )

δ
, 即

φ( m )
δ

= qi u , 亦即
φ( m )

qi
=

δu .

故

g
φ( m )�/q

i = ( q
δ

)
u
≡1 ( mod m ) .

这与 (9 )式矛盾 , 故δ= φ( m ) , 即 g 是模 m 的一个原根 . 证完

由定理 5 我们知道要想找出模 m = p
α
的原根 , 可先求出

·721·



φ( p
α

)的一切不同的质因数 , 然后找出一个与 m 互质并且满足

(9 )式的 g 来 ,那么 g 便是所要求的 .我们看几个例子 .

例 1  设 m = 41 ,则 φ( m ) = φ( 41 ) = 2
3
·5 , q1 = 2 , q2 = 5 , 因

此
φ( m )

q1
= 20 ,

φ( m )
q2

= 8 .故 g 是模 41 的原根的充分与必要条件

是 :

g
8
≡�/1( mod41 ) , g

2 0
≡�/1( mod41 ) , 418 g . (10)

我们用 1 , 2 , 3 , 4⋯逐一验算得到

1
8
≡1( mod41 ) ,

 

2
8
≡10 ( mod41)

2
20
≡1 ( mod41)

,
3

8
≡1( mod41 ) ,

 

4
8
≡18( mod41 )

4
20
≡1( mod41 )

,
5

8
≡18 ( mod41)

5
20
≡1 ( mod41)

,
6

8
≡10≡�/1 ( mod41)

6
2 0
≡40≡�/1( mod41 )

故 6 是模 41 的一个原根 .

例 2  设 m = 41
2

= 1 681 .此时模 m 的原根是可以用定理 5

提出的方法来找的 .但此时应用定理 2 去找似乎更简便些 .

由例 1 知 6 是模 41 的原根 , 并且由实际计算可知

6
40
≡124 ( mod41

2
)

故 6
4 0

= 1 + 41( 3 + 41 l ) , l 是正整数 ,

( 6 + 41 t )
40

= 1 + 41( 3 + 41 l - 6
39

t + 41 T ) = 1 + 41 u

其中 u = 3 + 41 l - 6
39

t + 41 T .当 t = 0 时 418 u .故由定理 2 知 6

是模 41
2
的一个原根 .并且由定理 2 知 6 是模 41

α
(α> 1) 的一个原

根 .

例3  设 m = 2×41
2

= 3 362 .此时模 m 的原根是可以用定理

5 提出的方法找到的 .但是由定理 3 及例 2 立刻知道 6 + 41
2

=

1 687是模 3 362 的一个原根 .

读者应该注意 ,定理 5 所提供找原根的方法并不永远可以用

来作实际计算 .原因在对于 φ( m )的一切不同质因数没有一个一

般的实际的求法 ,其次还应该注意 , 即使 φ( m )的一切不同质因数

可以求出时 , (9 ) 式的验算也常常是非常繁杂的 , 因此应该说这个
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方法有很大的缺点 .

注  在第四章§5 中已经提到 , 在公开密钥方案中 ,离散对数

方案是目前有效的方案之一 , 现在我们在这里对一种具体的公开

密钥和数字签名方案作一简单介绍 .设 p 是一个位数很大的质

数 ,模 p 的剩余类环 Fp ( 参看第三章§2 最后的注 ) 是一域 , 从而

所有非零元 F
*

p 对集乘法作成一可换群 .所谓离散对数问题就是 :

取 F
*

p 的两个元素 g 和 h = g
x
,由 g 和 h 求整数 x ( 0≤ x≤ p - 1)

(当 g 为原根时 , x 就是下节的 ind h ) .目前在计算上 , 对于阶数

(即§1 中的指数 )很大的元 g 来说 , 离散对数问题是一个很难解

决的问题 .为简单起见 , 下面记 F
*

p = G .

(1 ) 1985 年盖莫尔 ( ElGamal) 用离散对数给出如下的公开密

钥方案 :设正整数 xB 由 B 保密 ,公开 g 和 hB = g
x

B ,其中 g 为 G 的

原根 . A 将信息 m∈ G 传给 B 时 ,随机选取 k , 1≤ k≤ p - 1 , 计算

出 a = g
k
, b = h

k

B m , 将数组 ( a, b) 传给 B . B 通过关系 ba
- x

B =

h
k

B mg
- k x

B = m 恢复信息 m .这就是说 ,如果外人不知道 xB , 那么即

令他截获了 ( a, b) ,要想知道信息 m ,就必须解决离散对数问题 :由

g 和 hB 求 xB .由上面所述理由 ,这在限期内是作不到的 ,因此 xB 是

一个有效的解钥 .

(2 ) 盖莫尔 1985 年还用离散对数构造了数字签名方案 .假设

B 要把信息 m∈ Rp - 1 (模 p - 1 的剩余类环 ) 传给 A , 二人事先约

定一个一一对应映射 f : G→ Rp - 1 .公开 G , g 和 h = g
x

B , 其中 g 是

模 p 的原根 ,而 xB 为 B 自己的解钥 .数字签名的方法是 : B 随机

选取 k , ( k , p - 1 ) = 1 , 1≤ k≤ p - 2 , 计算 a = g
k
,并且求出同余式

m = xB f ( a) + bk ( mod p - 1 )

的一个解 b∈ Rp - 1 , 然后将 ( a , b) ( B 的签名 ) 和信息 m 一起传给

A . A 计算出 h
f ( a )

a
b
, 如果它等于 g

m
,就确认了信息来自 B , 因为外

人不知道 xB ,从而无法算出 b .
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以上只是讨论了一种具体地应用离散对数构造公开密钥方案

和数字签名方案 ,也是目前可以采用的一种方案 .至于一般情形 ,

所谓离散对数问题 ,不过是对一个有限可换群 G 和 G 中两个元素

g 和 h = g
x
, 由 g 和 h 求整数 x ( 1≤ x≤ | G | )的问题 .对公开密钥

和签名方案都有相应的讨论 .

§3  指标及 n 次剩余

在 m = p
α
或 2 p

α
的情形下 ,模 m 的原根是存在的 ,本节就在

这两种情形下引进指标的概念 ,并推出它的基本性质 .进一步我们

要应用指标的性质来研究下列同余式

x
n
≡ a( mod m ) , ( a , m ) = 1 ( 1)

有解的条件及解数 ,并且求出模 m 的原根的个数 .

在本节里 (除特殊声明外 ) 假定 m 是 p
α
或 2 p

α
, c = φ( m ) , g

是模 m 的一个原根 .

定理 1  若 γ通过模 c 的最小非负完全剩余系 , 则 g
γ
通过模

m 的一个简化剩余系 .

证  因为 g 是模 m 的一个原根 , 故由原根的定义及§1 定理

1 知

g
0
, g

1
, g

2
,⋯ , g

c - 1
. ( 2)

这 c 个数是对模 m 两两不同余的 .又因 ( g , m ) = 1 , 故得 ( g
γ

, m )

= 1 ,γ= 0 ,1 ,⋯ , c - 1 , 而 c = φ( m ) .由第三章§3 即知 (2 ) 是模

m 的一个简化剩余系 . 证完

有了定理 1 ,我们可以对于每一个与模 m 互质的数引进指标

的概念 .指标的概念与对数的概念很相像 , 而原根相当于对数的

底 .

定义  设 a 是一整数 , 若对模 m 的一个原根 g , 有一整数 γ

存在使得下式

a≡ g
γ

( mod m ) ,γ≥0
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成立 ,则 γ叫做以 g 为底的 a 对模 m 的一个指标 .

由定义我们可以看出 , 一般来说 , a 的指标不仅与模有关 , 而

且与原根也有关 .例如 , 2 , 3 都是模 5 的原根 , 例如 , 1 是以 3 为底

的 3 对模 5 的一个指标 , 3 是以 2 为底的 3 对模 5 的一个指标 .由

定理 1 立刻知道任一与模 m 互质的整数 a ,对于模 m 的任一原根

g 来说 , a 的指标是存在的 .若 ( a , m ) ≠1 ,则对模 m 的任一原根

g 来说 , a 的指标是不存在的 .我们还有

定理 2  若 a 是一个与 m 互质的整数 , g 是模 m 的一个原

根 ,则对模 m 来说 , a 有一个以 g 为底的指标γ′, 0≤γ′< c; 并且

以 g 为底的 a 对模 m 的一切指标是满足下列条件的一切整数 :

γ≡γ′( mod c) ,γ≥0 .

a 的以 g 为底的指标的 mod c 最小非负剩余记作 ind g a(或 ind a)

证  因为 ( a , m ) = 1 , 故由定理 1 , 有一整数 γ′, 0≤γ′< c 存

在 ,使得

a≡ g
γ′

( mod m ) .

若 g
γ
≡ a( mod m ) , 则 g

γ
≡ g

γ′
( mod m ) .但 g 是模 m 的一个

原根 ,因此 g 对模 m 的指数是 c .由§1 定理 2 ,γ≡γ′( mod c) , 即

a 的任一指标都是满足定理条件的整数 .反之 , 若 γ≡γ′( mod c) ,

γ≥0 ,则由§1 定理 2

g
γ
≡ g

γ′
≡ a( mod m ) ,

即满足定理条件的整数 γ都是 a 的指标 .故定理获证 .

证完

定理3  设 g 是模 m 的一个原根 ,γ是一个非负整数 ,则以 g

为底 ,对模 m 有同一指标γ的一切整数是模 m 的一个与模互质

剩余类 .

证  显然 indg g
γ

= γ, 且 ( g
γ

, m ) = 1 , 由定义 , indg a = γ的充分

与必要条件是 a≡ g
γ

( mod m ) .故以 g 为底对模 m 有同一指标γ

的一切整数就是 g
γ
所在的与模互质的剩余类 . 证完

下面我们证明一个与对数完全相像的指标的性质 .
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定理 4  若 a1 , a2 ,⋯ , an 是与 m 互质的 n 个整数 ,则

ind( a1 a2 ⋯ an ) ≡ind a1 + ind a2 + ⋯ + ind an ( mod c) ;

特别地 ,

ind a
n
≡ n ind a( mod c) .

证  由指标的定义

ai≡ g
ind a

i ( mod m ) , i = 1 , 2 , ⋯ , n .

由此 a1 a2 ⋯ an ≡ g
ind a

1
+ i nd a

2
+ ⋯ + ind a

n ( mod m ) .

故由定理 1 即得

ind( a1 a2 ⋯ an )≡ind a1 + ind a2 + ⋯ + ind an ( mod c) .

令 a1 = a2 = ⋯ = an = a , 则由上式即得

ind a
n
≡ n ind a( mod c) . 证完

利用指标可以解同余式 ( 1 ) , 正像利用对数可以求 n 次方根

一样 .但预先我们要对于模 m 造出以某一原根为底的两个指标表

来 :一个是用来由一数求它的指标 ; 另一个是用来由指标求它所对

应的数 .在表中出现的数 , 只是模 m 的最小非负简化剩余 ; 而出现

的指标只是模 φ( m )的最小非负剩余 , 我们看一个例子 .

例 1  作模 p = 41 的两个指标表 .由上一节 (§2 )例 1 知 6 是

模 41 的一个原根 .因此我们把 6 作为底 ,由实际计算对模 41 得到

下列各式 :

6
0
≡1 , 6

8
≡10 , 6

16
≡18 , 6

24
≡16 , 6

32
≡37 ,

6
1
≡6 , 6

9
≡19 , 6

17
≡26 , 6

25
≡14 , 6

33
≡17 ,

6
2
≡36 , 6

10
≡32 , 6

18
≡33 , 6

2 6
≡2 , 6

34
≡20 ,

6
3
≡11 , 6

11
≡28 , 6

19
≡34 , 6

2 7
≡12 ,6

3 5
≡38 ,

6
4
≡25 , 6

12
≡4 , 6

20
≡40 , 6

28
≡31 , 6

36
≡23 ,

6
5
≡27 , 6

13
≡24 , 6

21
≡35 , 6

2 9
≡22 ,6

3 7
≡15 ,

6
6
≡39 , 6

14
≡21 , 6

22
≡5 , 6

30
≡9 ,6

3 8
≡8 ,

6
7
≡29 , 6

15
≡3 , 6

23
≡30 , 6

31
≡13 , 6

39
≡7 .

因此可以列表如下 :其中第一纵行是十位数字 , 第一横行是个位数
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字 ,第一个表是用来由数查它的指标 , 而第二表是用来由指标查出

它所对应的数的 .

0 "1 ,2 63 @4 J5 T6 ^7 h8 r9 �

0 �0 ,26 K15 U12 _22 i1 ^39 }38 �30 �

1 �8 "3 ,27 K31 U25 _37 i24 s33 }16 �9 �

2 �34 714 A29 K36 U13 _4 T17 s5 h11 �7 �

3 �23 728 A10 K18 U19 _21 i2 ^32 }35 �6 �

4 �20 7

0 "1 ,2 63 @4 J5 T6 ^7 h8 r9 �

0 �1 "6 ,36 K11 U25 _27 i39 s29 }10 �19 �

1 �32 728 A4 624 U21 _3 T18 s26 }33 �34 �

2 �40 735 A5 630 U16 _14 i2 ^12 }31 �22 �

3 �9 "31 A37 K17 U20 _38 i23 s15 }8 r7 �

  例如由第一表知道 30 的指标是 23 ,即 ind 30 = 23; 15 的指标

是 37 , 即 ind 15 = 37 .

由第二表知道指标是 33 的数是 17 ,即 33 = ind 17; 指标是 15

的数是 3 ,即 15 = ind 3 .

现在应用指标来研究同余式 ( 1 ) 有解的条件 , 我们先引进 n

次剩余与 n 次非剩余的概念 .

定义  设 m 是任一正整数 , 若同余式 ( 1 ) 有解 , 则 a 叫做对

模 m 的一个 n 次剩余 , 若同余式 ( 1 ) 无解 , 则 a 叫做对模 m 的 n

次非剩余 .

定理 5  若 ( n , c) = d , ( a, m ) = 1 ,则

( i) 同余式
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x
n
≡ a( mod m ) ( 3)

有解 (即 a 是对模 m 的 n 次剩余 )的充分与必要条件是 d | ind a ;

并且在有解的情况下 ,解数是 d .

( ii) 在模 m 的一个简化剩余系中 , n 次剩余的个数是
c
d

.

证  我们先证明同余式 (3 )是与同余式

nind x≡ind a( mod c ) ( 4)

等价的 .若 ( 3) 式有解 ,设为 x≡ x0 ( mod m ) , 则 x
n

0 ≡ a ( mod m ) .由

定理 4 即得

nind x0 ≡ind x
n
0 ≡ind a ( mod c) .

反之 ,若有一整数 x0 适合 (4 ) ,则由定理 4 及定理 3 即得

x
n
0 ≡ a( mod m ) ,

即  x≡ x0 ( mod m )是 ( 3) 的解 .

( i) 由定理 1 ,对任一整数 X , 同余式

X≡ind x ( mod c)

永远有解 x , 故 ( 4)式有解的充分与必要条件是

nX≡ind a( mod c) ( 5)

有解 .但由第四章 §1 定理知上式有解的充分与必要条件是

d | ind a .故 (3 )有解的充分与必要条件是 d | ind a .

若 (3 )有解 , 则 d | ind a , 因此由第四章§1 定理知 ( 5 ) 式有 d

个解 .故 ( 4) 式及 (3 )式有 d 个解 .

( ii) 由 ( i)知对模 m 的 n 次剩余的个数是序列

0 , 1 , 2 , ⋯ , c - 1

中 d 的倍数的个数 , 故 n 次剩余的个数是
c
d

.

证完

推论  a 是对模 m 的 n 次剩余的充分与必要条件是

a
c
d ≡ 1( mod m ) , d = ( n , c) .

  证  由定理 5 知 a 是 n 次剩余的充分与必要条件是 ind a≡0
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( mod d) .由第三章§1 性质庚及 d�c 即知这个条件就是

c
d

ind a ≡ 0 ( mod c) ,

也就是 a
c
d ≡ 1( mod m ) 证完

例 2  在同余式

x
8
≡ 23 ( mod41) ( 6)

中 , n = 8 , c = φ( 41 ) = 40 .故 d = ( 8 , 40) = 8 .又 ind23 = 36 , 因 8×

36 ,故 ( 6) 无解 .

例 3  在同余式

x
12
≡ 37 ( mod41) ( 7)

中 , d = ( 12 ,40) = 4 , 又 ind37 = 32 .因 4�ind37 , 故由定理 5 知 ( 7)

式有 4 解 .又由定理 5 的证明 , (7 )与同余式

12ind x≡ind37( mod40)

即 3ind x≡8 ( mod10)

等价 .由第四章§1 知有下列四解 :

ind x≡6 , 16 , 26 , 36( mod40 ) .

查指标表即得同余式 (7 )的四解是 :

x≡39 , 18 , 2 , 23 ( mod41) .

例 4  由实际计算可知在模 41 的最小非负完全剩余系中 , 对

模 41 的 4 次剩余 ( 由定理 5 知道也是 12 次 , 28 次 , 36 次 , ⋯⋯剩

余 )是

1 , 4 , 10 ,16 , 18 ,23 , 25 ,31 , 37 ,40 ,

即对模 41 的 4 次剩余的个数是 10 .但由定理 5 也可以知道对模

41 的 4 次剩余的个数是
40

( 40 ,4 )
= 10 .

定理 6  若 ( a, m ) = 1 , 则 a 对模 m 的指数δ=
c

( ind a , c)
.特

别地 , a 是模 m 的一个原根的充分与必要条件是 ( ind a, c) = 1 .

证  因为δ是 a 对模 m 的指数 , 故 a
δ
≡1 ( mod m ) .由定理 4
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知

δind a ≡ 0 ( mod c) .

但由§1 推论 2.1 知 δ�c ,再由第三章§1 性质庚即得

ind a ≡ 0 mod
c
δ

,

即  
c
δ

ind a ,而
c
δ

c ,故
c
δ

是 ind a 与 c 的一个公因数 .因此
c
δ

≤

( ind a, c) .即

c
( ind a , c)

≤ δ . ( 8)

  命  d = ( ind a , c) , 则 ind a≡0 ( mod d ) .由 d�c 及第三章§1

性质庚即得

c
d

ind a ≡ 0 ( mod c) .

再由定理 3 , 4 即得 a
c
d ≡ 1 ( mod m ) .但 δ是满足同余式 a

t
≡

1( mod m )的最小正整数 , 故δ≤
c
d

=
c

( ind a , c)
.由此不等式及 ( 8)

即得

δ =
c

( ind a , c )
. ( 9)

  若 a 是模 m 的一个原根 , 则 δ= c .故由 ( 9 ) 即得 ( ind a , c ) =

1 .反之 ,若 ( ind a , c) = 1 ,则 a 对模 m 的指数是 c , 即 a 是模 m 的

原根 . 证完

注意 :由证明可以看出 : 不论以模 m 的哪一个原根为底 , 定理

6 结论还是一样的 .

定理 7  在模 m 的简化剩余系中 , 指数是 δ的整数的个数是

φ(δ) , 特别地在模 m 的简化剩余系中 , 原根的个数是 φ( c) .

证  设在模 m 的简化剩余系中 , 指数是 δ的整数的个数是

T , 则由定理 6 知 , T 等于在模 m 的简化剩余系中满足条件

( ind a , c ) =
c
δ
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的 a 的个数 .由于当 x 通过模 m 的简化剩余系时 , ind x 通过模 c

的完全剩余系 ,故 T 等于满足条件

( y , c) =
c
δ

, 0 ≤ y < c

的整数 y 的个数 .令 y =
c
δ

u ,则 T 等于满足条件

( u ,δ) = 1 , 0 < u < δ

的整数 u 的个数 , 故 T = φ(δ) .

特别地 ,在模 m 的简化剩余系中 , 指数是 c 的整数的个数是

φ( c) , 由原根的定义即知原根的个数是 φ( c) . 证完

例 5  在模 41 的简化剩余系中 , 指数是 10 的数 a 满足条件

( ind a , 40 ) =
40
10

= 4 ,

即 a = 4 , 23 , 25 , 31 ,

这些数的个数是 4 = φ( 10 ) .

例 6  在模 41 的简化剩余系中 , 原根是适合条件

( ind a , 40 ) = 1

的数 a, 即

ind a = 1 , 3 , 7 , 9 , 11 , 13 , 17 , 19 , 21 , 23 , 27 , 29 , 31 , 33 , 37 , 39 ,

a = 6 , 11 ,29 , 19 ,28 , 24 ,26 , 34 ,35 , 30 ,12 , 22 ,13 , 17 ,15 , 7 ,

而这些数的个数 16 = φ(40) .

习   题

1. 设 q1 , q2 , ⋯ , qs 是φ( m )的一切不同的质因数 , 证明 g 是模 m 的一个

原根的充分与必要条件是 g 是对模 m 的 qi ( i = 1 ,2 , ⋯ , s)次非剩余 .

2. 证明 10 是模 17 及模 257 (质数 )的原根 .并由此证明把
1
17

,
1

257
化成循

环小数时 , 循环节的长度分别是 16 及 256 .

3. 试利用指标表解同余式

x
15
≡ 14( mod41) .
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  4. 设模 m ( m > 2 )的原根是存在的 , 试证对模 m 的任一原根来说 , - 1

的指标总是
1
2
φ( m ) .

5. 设 g , g1 是模 m 的两个原根 ,试证 :

( i) indg
1

g·ind g
1

g≡1( modφ( m ) ) ;

( ii) indg a≡ ind g
1
indg

1
a( modφ( m ) ) .

§4  模 2α
及合数模的指标组

我们在上节里研究了指标的基本性质及其对 n 次剩余的应

用 .但是指标的概念有赖于模 m 的原根的存在 , 而我们由§2 知

道在一般情况下模 m 的原根是不存在的 .这一节的目的就是要在

一般情况下 ,引进指标组的概念 .

首先由§2 我们知道 : 当 α≥3 时 , 模 2
α
的原根是不存在的 ,

并且由§2 定理 4 的证明里可以看出任一与 2
α

(α≥3 )互质的整数

a 适合下列的同余式

a
2
α- 2

≡ 1 ( mod2
α

) . ( 1)

我们进一步问 :是否存在一个整数 a , 它对模 2
α

(α≥3 ) 的指数是

2
α- 2

? 这个问题的答复是肯定的 ,这就是下面的定理 .

定理 1  设 α≥3 ,则 5 对模 2
α
的指数是 2

α - 2
,并且

± 5
0
, ± 5

1
,⋯ , ± 5

2
α- 2

- 1
( 2)

是模 2
α
的一个简化剩余系 .

证  设 5 对模 2
α
的指数是δ .由 (1 )及§1 定理 2 即得

δ�2
α- 2

,

亦即δ= 2
n
, 0≤ n≤α - 2 .故要证 δ= 2

α - 2
, 只须证明

5
2

m

á 1( mod2
α

) , 0 ≤ m < α - 2 ( 3)

就够了 .

我们先证明对任意非负整数 m , 下列等式成立 .
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5
2

m

= 1 + 2
m + 2

+ 2
m + 3

um , ( 4)

其中 um 是一个整数 .当 m = 0 时 , ( 4) 式显然成立 .假设 ( 4 ) 式对

m - 1 成立 ,即 5
2

m - 1

= 1 + 2
m + 1

+ 2
m + 2

um - 1 ,即

5
2

m �

= (1 + 2
m + 1

+ 2
m + 2

um - 1 )
2

= 1 + 2
m + 2

+ 2
m + 3

( 2
m - 1

+ um - 1 + 2
m + 1

um - 1 + 2
m + 1

u
2

m - 1 )

= 1 + 2
m + 2

+ 2
m + 3

um ,

其中 um = 2
m - 1

+ um - 1 + 2
m + 1

um - 1 + 2
m + 1

u
2
m - 1 是一整数 .由数学归

纳法 (4 )式成立 .由 (4 )即得 ( 3) ,因此 5 对模 2
α
的指数是 2

α - 2 .

因为 5 对模 2
α
的指数是 2

α - 2
.故由§1 定理 1 ,

5
0
, 5

1
, 5

2
, ⋯ , 5

2
α- 2

- 1
( 5)

这 2
α - 2

个数对模 2
α
两两不同余 , 因而

- 5
0
, - 5

1
, - 5

2
, ⋯ , - 5

2
α- 2

- 1
( 6)

对模 2
α
也两两不同余 .不仅如此 , ( 5) 中任一数 5

s
与 ( 6 )中任一数

- 5
t
对 模 2

α
也 不 同 余 , 这 因 为 5

s
≡ 1 ( mod4 ) , 而 - 5

t
≡

- 1( mod4) .又 ( 5 ) , ( 6 ) 中的一切数显然都与 2
α
互质 , 且共有 2·

2
α- 2

= φ(2
α

)个数 .故 (2 )是模 2
α
的一个简化剩余系 . 证完

推论  令

c =
1 ,α = 1 ,

2 ,α≥ 2 ,
 c0 =

1 ,  α = 1 ,

2
α- 2

,α≥ 2 .

若 γ及γ0 分别通过模 c 及模 c0 的最小非负完全剩余系

γ = 0 , 1 ,⋯ , c - 1 ,γ0 = 0 , 1 , ⋯ , c0 - 1 , ( 7)

则 ( - 1 )
γ
5
γ

0 通过模 2
α
的一个简化剩余系 .

证  由定理 1 知当 α≥ 3 时推论的结论是成立的 .当 α= 1

时 ,γ及γ0 只能是 0 ,而 ( - 1)
0
5

0
= 1 是模 2 的简化剩余系 .当 α=

2 时 , ( - 1 )
γ
5
γ

0 通过下列诸数 :

( - 1 )
0
5

0
= 1 , ( - 1)

1
5

0
= - 1 .

这是模 2
2

= 4 的一个简化剩余系 . 证完
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定理 2  同余式

( - 1)
γ
5
γ

0≡ ( - 1)
γ′

5
γ′

 0 ( mod2
α

) ( 8)

成立的充分与必要条件是 :

γ≡γ′( mod c) ,γ0 ≡γ′ 0 ( mod c0 ) . ( 9)

  证  由定理 1 及其推论易见对任一 α> 0 , - 1 的指数是 c , 5

的指数是 c0 .今设 r , r0 分别是 γ,γ0 对模 c , c0 的最小非负剩余 ;

r′, r′ 0 分别是 γ′,γ′ 0 对模 c , c0 的最小非负剩余 .由§1 定理 2 的证

明 , ( 8) 式成立的充分与必要条件是

( - 1)
r
5

r
0≡ ( - 1 )

r′
5

r′
 0 ( mod2

α
) .

由定理 1 推论即得 r = r′, r0 = r′ 0 ,这就是 ( 9) . 证完

现在我们引进模 2
α
的指标组的概念 .

定义  若

a ≡ ( - 1 )
γ
5
γ

0 ( mod2
α

) ,

则 γ,γ0 叫做 a 对模 2
α
的一个指标组 .

由定理 1 的推论知道每一与 2
α
互质的数 , 对模 2

α
有一个指

标组γ′,γ′ 0 , 且 0≤γ′< c , 0≤γ′ 0 < c0 .

如果知道 a 对模 2
α
的一个指标组是γ′,γ′ 0 , 则由定理 2 , a 对

模 2
α
的一切指标组是适合条件

γ≡γ′( mod c ) ,γ0 ≡γ′ 0 ( mod c0 )

的一切非负整数对 γ,γ0 .

由定义还可以直接看出 :对模 2
α
有同一指标组的一切数作成

一个与模 2
α
互质的剩余类 .

对于模 2
α
的指标组 , 我们还可以得出与§3 定理 4 完全类似

的结果 ,即

定理 3  设 a1 , a2 , ⋯ , an 是 n 个与 2
α
互质的整数 , γ( ai ) ,

γ0 ( ai ) ( i = 1 , 2 , ⋯ , n) 是 ai 对 模 2
α
的 指 标 组 , 则 ∑

n

i = 1

γ( ai ) ,

∑
n

i = 1

γ0 ( ai ) 是 a1 a2 ⋯ an 对模 2
α
的一个指标组 .
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证  由定义

ai≡ ( - 1)
γ( a

i
)
5
γ

0
( a

i
)
( mod2

α
) , i = 1 , 2 , ⋯ , n ,

由此得

a1 a2 ⋯ an ≡ ( - 1) ∑
n

i = 1

γ( a
i
)
5∑

n

i = 1

γ
0

( a
i
)
( mod2

α
) ,

再由定义即得定理 . 证完

下面我们对一般情况引进指标组的概念 , 在以下的叙述中我

们假定 : m = 2
α
p
α

1
1 ⋯ p

α
k

k 是整数 m 的标准分解式 , c 及 c0 的意义和

定理 1 的推论一样 ; cs = φ( p
α

s
s ) ; gs 是模 p

α
s

s 的最小正原根 .

定义  若

a≡ ( - 1)
γ
5
γ

0 ( mod2
α

) ,

a≡ g
γ

s
s ( mod p

α
s

s ) , s = 1 , 2 , ⋯ , k ,

则 γ,γ0 ,γ1 , ⋯ ,γk 叫做 a 对模 m 的一个指标组 .

我们很容易得到下列三个与本节前面各定理相似的定理 .

定理4  若 a 是任一与 m 互质的整数 , 则 a 有一个对模 m 的

指标组 γ′,γ′ 0 ,γ′ 1 , ⋯ ,γ′ k , 0≤γ′< c , 0≤γ′ s < cs , s = 0 , 1 , ⋯ , k .并

且 a 对模 m 的一切指标组都是由适合条件

γ≡γ′( mod c) ,γs≡γ′ s ( mod cs ) , s = 0 , 1 , ⋯ , k

的数组 γ,γ0 , ⋯ ,γk 组成 .

证  因为 ( a , m ) = 1 , 故 ( a , 2
α

) = 1 , ( a , p
α

s
s ) = 1 .根据§3 定

理 2 ,定理 1 的推论及定理 2 即得本定理 . 证完

定理 5  任给一个 (非负整数的 )数组 γ,γ0 , ⋯ ,γk ,则以这个

数组为对模 m 的指标组的一切数作成一个与模 m 互质的剩余

类 .

证  由孙子定理知同余式组

x≡ ( - 1 )
γ
5
γ

0 ( mod2
α

) , x≡ g
γ

s
s ( mod p

α
s

s ) , s = 1 , 2 ,⋯ , k

有惟一的解 x≡ a ( mod m ) .又 ( ( - 1 )
γ
5
γ

0 , 2
α

) = 1 , ( g
γ

s
s , p

α
s

s ) = 1 ,

因此 ( a , 2
α

) = 1 , ( a , p
α

s
s ) = 1 ,故 ( a , m ) = 1 , 由此即得本定理 .

证完
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定理 6  若 a1 , a2 , ⋯ , an 是 n 个与 m 互质的数 , γ( ai ) ,

γ0 ( ai ) ,⋯ ,γk ( ai ) ( i = 1 , 2 ,⋯ , n) 是 ai ( i = 1 , 2 , ⋯ , n) 对模 m 的

指标组 ,则 ∑
n

i = 1

γ( ai ) , ∑
n

i = 1

γ0 ( ai ) ,⋯ , ∑
n

i = 1

γk ( ai ) 是 a1 a2 ⋯ an 对

模 m 的一个指标组 .

证  由定义即得

ai≡ ( - 1)
γ( a

i
)
5
γ

0
( a

i
)
( mod2

α
) ,

ai≡ g
γ

s
( a

i
)

s ( mod p
α

s
s ) , s = 1 , 2 ,⋯ , k ,

 i = 1 ,2 ,⋯ , n .

再由§3 定理 4 及定理 3 即得本定理 . 证完

§5  特 征 函 数

由前面各节可以看出原根与指标这两个概念在研究同余式及

分数化小数的问题时是很有用的 .借助这两个概念 , 我们还可以引

进特征函数 ,这是一个在解析数论里常常用到的概念 , 本节的目的

就是初步地讨论一下特征函数的最基本的性质 .

本节采用以下的写法 : m = 2
α
p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k ( m > 1) 是 m 的标准

分解式 ; c, c0 的意义就是§4 定理 1 的推论中所定义的 ;

cs = φ( p
α

s
s ) , s = 1 ,2 ,⋯ , k;

若 ( a , m ) = 1 ,则 γ,γ0 , γ1 , ⋯ , γk 表示 a 对模 m 的一个指标组 ;

ρ,ρ0 ,ρ1 , ⋯ ,ρk 分别表示任何 c 次 , c0 次 , c1 次 , ⋯ , ck 次单位根

(因此各个 ρ可能是复数 ) .

定义  给定一组ρ,ρ0 ,⋯ ,ρk , 则函数

χ( a) =
ρ

γ
ρ

γ
0

0 ρ
γ

1
1 ⋯ρ

γ
k

k ,

0 ,

( a , m ) = 1 ,

( a , m ) > 1

叫做模 m 的一个特征函数 .

若ρ= ρ0 = ρ1 = ⋯ =ρk = 1 , 则对应的特征函数叫做模 m 的主

特征函数 .
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由定义及§4 定理 4 可以看出特征函数是对所有整数定义的

单值函数 ,并且给定一组 ρ,ρ0 , ⋯ ,ρk 就有一个特征函数 .由假设

共有 c 个ρ, c0 个 ρ0 , cs 个ρs ( s = 1 , 2 , ⋯ , k ) , 故共有 cc0 c1 ⋯ ck =

φ( m )组 ρ,ρ0 ,⋯ ,ρk .因此我们来证明下列的

定理 1  对模 m 有φ( m )个不同的特征函数 .

注意 : 两特征函数 χ( a) ,χ′( a) 不同的意思是说有一整数 a

存在使得

χ( a) ≠ χ′( a) .

  证  由定义 ,我们可取出 φ( m ) 组不同的 ρ,ρ0 , ⋯ ,ρk , 因此

对模 m 最多有φ( m )个不同的特征函数 .

今设ρ,ρ0 , ⋯ ,ρk 与ρ′,ρ′ 0 , ⋯ ,ρ′ k 不同 .我们证明对应于它们

的特征函数 χ( a)与 χ′( a)亦不同 .因为 ρ,ρ0 ,⋯ ,ρk 与ρ′,ρ′ 0 ,⋯ ,

ρ′ k不同 , 就有一 s 使得ρs≠ρ′ s或ρ≠ρ′.若 ρs≠ρ′ s , 则由 ρs ,ρ′ s的定

义及§4 定理 5 , 存在一个整数 a, 而 a 对模 m 的指标组是γ= 0 ,

γ0 = 0 , ⋯ ,γs = 1 , ⋯ ,γk = 0 .由特征函数的定义知

χ( a) = ρs ,

χ′( a ) = ρ′ s .

故 χ( a)≠χ′( a) .若ρ≠ρ′, 则由 ρ,ρ′的定义知 c > 1 , 于是由§4

定理 5 ,存在一个整数 a , 它对模 m 的指标组是γ= 1 ,γ0 = ⋯ = γk

= 0 .因而 χ( a)≠χ′( a) .定理获证 . 证完

定理 2  若 χ( a) 是对模 m 的任一特征函数 , 则下列三性质

成立 .

( i) χ(1 ) = 1;

( ii) χ( a1 a2 ) = χ( a1 )χ( a2 ) ;

( iii) 若 a1 ≡ a2 ( mod m ) ,则 χ( a1 ) = χ( a2 ) .

证  ( i) 因为 1 对模 m 的指标组是γ= 0 ,γ0 = 0 , ⋯ ,γk = 0 .

故 χ( 1) = ρ
0
ρ

0
0 ⋯ρ

0
k = 1 .

( ii) 设 a1 , a2 的指标组分别是 γ( a1 ) , γ0 ( a1 ) , ⋯ , γk ( a1 ) ;
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γ( a2 ) ,γ0 ( a2 ) , ⋯ , γk ( a2 ) .则由§4 定理 6 , a1 a2 的指标组是

γ( a1 ) + γ( a2 ) ,γ0 ( a1 ) + γ0 ( a2 ) ,⋯ ,γk ( a1 ) + γk ( a2 ) .因此

χ( a1 a2 ) �= ρ
γ( a

1
) + γ( a

2
)
ρ

γ
0

( a
1

) + γ
0

( a
2

)
0 ⋯ρ

γ
k
( a

1
) + γ

k
( a

2
)

k

= (ρ
γ( a

1
)
ρ

γ
0

( a
1

)
0 ⋯ρ

γ
k
( a

1
)

k ) (ρ
γ( a

2
)
ρ

γ
0

( a
2

)
0 ⋯ρ

γ
k
( a

2
)

k )

= χ( a1 )χ( a2 ) .

( iii) 若 a1 ≡ a2 ( mod m ) ,则 ( a1 , m ) = ( a2 , m ) .当 ( a1 , m ) > 1

时 , ( a2 , m ) > 1 ,因此 χ( a1 ) = χ( a2 ) .当 ( a1 , m ) = 1 时 , ( a2 , m )

= 1 .因此由§4 定理 5 知 a1 , a2 对模 m 有相同的指标组 , 故

χ( a1 ) = χ( a2 ) . 证完

定理 3

∑
m - 1

a = 0

χ( a) =
φ( m ) ,

0 ,

当 χ( a )是主特征函数 ;

当 χ( a )不是主特征函数 .

证  ( i) 当 χ( a ) 是主特征函数时 , 不论对任何与 m 互质的

整数 a, 都有χ( a) = 1 , 故∑
m - 1

a = 0

χ( a) 等于 0 , 1 , ⋯ , m - 1 中与 m 互

质的数的个数 ,即

∑
m - 1

a = 0

χ( a) = φ( m ) .

  ( ii) 当 χ( a)不是主特征函数时 , 由定义 ,有一ρs≠1 .但ρ
c
s

s - 1

= 0 , 即

(ρs - 1) (ρ
c

s
- 1

s + ρ
c
s

- 2
s + ⋯ + ρs + 1) = 0 .

因此∑
c
s

- 1

γ
s

= 0

ρ
γ

s
s = 0 .故由定义

∑
m - 1

a = 0

χ( a) = ∑
c - 1

γ= 0
∑
c

1
- 1

γ
0

= 0

⋯∑
c

k
- 1

γ
k

= 0

ρ
γ
ρ

γ
0

0 ⋯ρ
γ

k
k

= ∑
c - 1

γ= 0

ρ
γ

∑
c

1
- 1

γ
0

= 0

ρ
γ

0
0 ⋯ ∑

c
k

- 1

γ
k

= 0

ρ
γ

k
k = 0 . 证完
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  定理 4  若 a 是一给定的整数 , 则

∑
χ

χ( a) =
φ( m ) ,

0 ,

若 a ≡ 1( mod m ) ,

若 a á 1( mod m ) ,

其中∑
χ

表示展布在φ( m ) 个特征函数上的和式 .

证  ( i ) 若 a≡ 1 ( mod m ) , 则由定理 2 , χ( a ) = 1 .因此

∑
χ

χ( a) = φ( m ) .

( ii) 若 aá 1 ( mod m ) , 当 ( a , m ) > 1 时 , 对任一特征函数来

说 ,χ( a) = 0 ,故 ∑
χ

χ( a) = 0 .当 ( a , m ) = 1 时 , 则 a 有一指标组

γ,γ0 ,⋯ ,γk 由定义

∑
χ

χ( a) = ∑
ρ

ρ
γ

∑
ρ

0

ρ
γ

0
0 ⋯ ∑

ρ
k

ρ
γ

k
k ,

其中ρ通过一切 c 次单位根 ,ρs 通过一切 cs ( s = 0 ,1 ,⋯ , k )次单位

根 .

又因为 aá 1( mod m ) .故 a 对模 m 的指标组中有一γs > 0 , 因

而对于这个 s 来说 , cs > 1 .今证对这个 s 来说 ∑
ρ

s

ρ
γ

s
s = 0 .由高等代

数知 ,对 cs 来说有一 cs 次原单位根ε,使ε≠1 (因为 cs > 1 ) , 并且

∑
ρ

s

ρ
γ

s
s = ∑

c
s

- 1

r = 0

(ε
r
)
γ

s =
1 - (ε

c
s )

γ
s

1 - ε
γ

s
= 0 .

因为 0 < γs < cs ,ε
γ

s≠1 .故∑
χ

χ( a) = 0 . 证完

定理 5  设 ψ( a) 是定义在一切整数 a 上的复数值函数 , 则

ψ( a)是模 m 的一个特征函数的充分与必要条件是ψ( a ) 具有下

列四个性质 :

( i) 若 ( a , m ) > 1 , 则 ψ( a) = 0 ,

( ii) ψ( a)不恒等于 0 ,

( iii) ψ( a1 a2 ) = ψ( a1 )ψ( a2 ) ,

( iv) 若 a1 ≡ a2 ( mod m ) , 则 ψ( a1 ) = ψ( a2 ) .
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证  (1 ) 必要性的证明 : 若 ψ( a)是模 m 的一个特征函数 , 则

由定义 , ( i)成立 ; 由定理 2 , ( ii) , ( iii)及 ( iv)成立 .

(2 ) 充分性的证明 : 设 ψ( a) 是适合性质 ( i )— ( iv ) 的函数 , 我

们先证明

ψ( 1) = 1 ,ψ( a) ≠ 0 , ( a , m ) = 1 . ( 1)

  由性质 ( ii) 有一数 a1 存在使得 ψ( a1 ) ≠ 0 .由 ( iii ) ψ( a1 ) =

ψ( a1 )ψ(1 ) , 故 ψ( 1 ) = 1 .由于 ( a, m ) = 1 , 故有一 a′使得 a′a≡

1( mod m ) .由 ( iii) , ( iv) 及 ψ( 1 ) = 1 即得 ψ( a )ψ( a′) = ψ( aa′) =

ψ(1 ) = 1 .故当 ( a , m ) = 1 时 ,

ψ( a ) ≠ 0 .

  任取一与 m 互质的整数 a1 , 由第三章§3 定理 3 知若 a 通过

模 m 的一个简化剩余系 , 则 a1 a 也通过模 m 的一个简化剩余系 .

故由 ( iv) 及定理 2 即得

∑
a

χ( a )
ψ( a)

= ∑
a

χ( a1 a)
ψ( a1 a)

=
χ( a1 )
ψ( a1 )∑a

χ( a)
ψ( a)

,

其中 χ( a)是模 m 的任一特征函数 ; ∑
a

表示展布在 a 所通过的

简化剩余系的一切整数上的和式 ,由此即得

∑
a

χ( a)
ψ( a)

1 -
χ( a1 )
ψ( a1 )

= 0 .

故对 χ( a)来说 : ∑
a

χ( a)
ψ( a)

= 0 ,χ( a1 ) = ψ( a1 ) (对所有与 m 互质

的整数 a1 )二者必居其一 .因此我们只要证明有一特征函数χ( a)

使得

∑
a

χ( a)
ψ( a )

≠ 0 . ( 2)

  假定对每一特征函数 χ( a)来说 , ∑
a

χ( a)
ψ( a)

= 0 , 则

H = ∑
χ
∑

a

χ( a)
ψ( a)

= 0 , ( 3)
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其中 χ通过模 m 的一切特征函数 .另一方面 , 由定理 4 及 ( 1) 对任

一与 m 互质的给定的整数 a 来说 ,

∑
χ

χ( a)
ψ( a)

=
1

ψ( a)∑χ

χ( a ) =
φ( m ) ,

0 ,

若 a ≡ 1( mod m ) ,

若 a á 1( mod m ) ,

故 H = ∑
a
∑

χ

χ( a)
ψ( a)

= φ( m ) ≠ 0 .

这与 (3 )式矛盾 .因此有一特征函数 χ( a ) 存在 , 使得 ( 2 ) 式成立 .

故由上证知 :对于这个特征函数 χ( a ) 来说 , χ( a) 与 ψ( a) 相同 ,

即 ψ( a)是一个特征函数 . 证完

我们看几个特征函数的例子 :

例 1  设 p 是单质数 , 则对模 p 的勒让得符号是对模 p 的一

个特征函数 ,这一点由勒让得符号的性质及定理 5 可以直接看出 .

例 2  设 P 是大于 1 的单数 , 则对模 P 的雅可比符号是对模

P 的一个特征函数 .

应用特征函数的概念及三角和估值的方法 , 我国数学家华罗

庚在估计最小原根的上界方面 ,得到了很好的结果 .问题及结果如

下 : 设 p 是一个单质数 , 问模 p 的最小正原根 (记作 g( p) ) 的上界

是什么 ? 根据实际计算的大量数据 , 对问题的建议是 : 当 p 充分

大时 ,

g( p ) < kp
ε

,

其中ε是一个任意小的正数 , 而 k 是与 p 无关的常数 .但是这个

猜测直到现在还没有人能够证实 .华罗庚证明了 :

g( p) < 2
r
p

1
2

其中 r 是φ( p ) = p - 1 的不同质因数的个数 .

应用特征函数的概念及三角和估值的方法研究最小的 n 次

非剩余 ,维诺格拉陀夫得到了如下结果 : 设 p 是单质数 n | p - 1 , n

> 1 , 则当 p 相当大时 ,模 p 的最小 n 次非剩余

r( p ) < p
1
c ( log p )

2
; c = 2 e

1 -
1
n .
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习   题

1. 设 d 是一个非平方的整数 , d≡1 或 0( mod4) ,并且规定

( i)
d
1

= 1 ;

( ii)
d
2

=

0 ,2�d ,

2
�d�

, 28 d , 此处
2

�d�
是雅可比符号 ;

( iii)
d
p

( p 是单质数 )是勒让德符号 ;

( iv)
d
n

=
d
p1

⋯
d
pk

, n 是正整数  n = p1 p2 ⋯ pk , 我们把

d
n

叫做克罗内克 ( Kronecker)符号 .

试证 : 有一模�d�的特征函数χ( a)存在 ,使得

χ( n) =
d
n

, n > c

成立 .
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第七章  连  分  数

从本章起我们所讨论的对象将要扩大到实数的范围 .我们已

经知道任一实数可用有限或无限小数表示出来 .在本章中将要证

明任一实数也可以用有限或无限连分数来表示 , 其次还要利用连

分数讨论用有理数逼近实数的问题 .最后讨论循环连分数与实二

次不尽根的关系及一种特殊的二次不定方程 .

§1  连分数的基本性质

分数

a1 +
1

a2 +
1

a3 +

w

+
1
an

( 1)

叫做连分数 .不过 ( 1) 的写法很占篇幅 ,故常用符号

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
1

a4 +
⋯

1
an

( 2)

或 [ a1 , a2 ,⋯ , an ] ( 3)

来表示连分数 (1 ) .

注意 :此处 ( 3) 表示连分数 (1 )而不是最小公倍数 .

定义  [ a1 , a2 , ⋯ , ak ] =
pk

qk

, 1≤ k≤ n , 叫做 ( 1)的第 k 个渐近

分数 .
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由定义立刻可以看出
pk

qk
是 a1 , a2 , ⋯ , ak 的函数 , 且与 ak + 1 ,

⋯ , an 无关 ,再由 (3 )的意义即得

p1

q1
=

a1

1
,

p2

q2
=

a2 a1 + 1
a2

,
p3

q3
=

a3 ( a2 a1 + 1 ) + a1

a3 a2 + 1
. ( 4)

更一般地我们就有

定理 1  若连分数 [ a1 , a2 , ⋯ , an ] 的渐近分数是
p1

q1
,

p2

q2
, ⋯ ,

pn

qn
, 则在这些渐近分数之间 ,下列关系成立① :

p1 = a1 , p2 = a2 a1 + 1 , pk = ak pk - 1 + pk - 2 ,

q1 = 1 , q2 = a2 , qk = akqk - 1 + qk - 2 ,
3≤ k≤ n . ( 5)

证  当 k = 1 , 2 , 3 时 , 由 ( 4 ) 即得 ( 5 ) , 假定 ( 5 ) 对小于 k 的正

整数成立 ,则

pk

qk
= [ a1 , a2 ,⋯ , ak - 1 , ak ] = a1 , a2 , ⋯ , ak - 1 +

1
ak

=
ak - 1 +

1
ak

pk - 2 + pk - 3

ak - 1 +
1
ak

qk - 2 + qk - 3

=
ak ( ak - 1 pk - 2 + pk - 3 ) + pk - 2

ak ( ak - 1 qk - 2 + qk - 3 ) + qk - 2
,

由 pk - 1 = ak - 1 pk - 2 + pk - 3 , qk - 1 = ak - 1 qk - 2 + qk - 3 即得

pk = ak pk - 1 + pk - 2 , qk = ak qk - 1 + qk - 2 .

故由数学归纳法 (5 )式成立 . 证完

定理 2  若连分数 [ a1 , a2 ,⋯ , an ] 的 n 个渐近分数是
pk

qk
, k =

·051·

① 在这里 , 我们已经假定了各渐近分数是存在的 .事实上 , 当 a2 = 0 ( 或 a2a3 + 1 =

0 )时 ,
p2

q2
或

p3

q3
即不存在 .又当 a2 , a3 , ⋯都是正数时 , 不难看 出各渐近分数的存在

性 .



1 , 2 , ⋯ , n , 则下列两关系成立 :

pk qk - 1 - pk - 1 qk = ( - 1)
k
, ( k ≥ 2 ) , ( 6)

及

pk qk - 2 - pk - 2 qk = ( - 1 )
k - 1

ak , ( k ≥ 3) . ( 7)

  证  ( i) 当 k = 2 时 , (6 )式成立 : 即

p2 q1 - p1 q2 = ( a2 a1 + 1) - a1 a2 = 1 = ( - 1 )
2
,

假定 pk - 1 qk - 2 - pk - 2 qk - 1 = ( - 1 )
k - 1

, 则由定理 1 ,

pk qk - 1 - pk - 1 qk

 = ( ak pk - 1 + pk - 2 ) qk - 1 - pk - 1 ( akqk - 1 + qk - 2 )

 = pk - 2 qk - 1 - pk - 1 qk - 2 = - ( - 1 )
k - 1

= ( - 1 )
k

.

由数学归纳法 , ( 6) 式成立 .

( ii) 由 (6 )及定理 1

pk qk - 2 - pk - 2 qk = ( ak pk - 1 + pk - 2 ) qk - 2 - pk - 2 ( ak qk - 1 + qk - 2 )

= ak ( pk - 1 qk - 2 - pk - 2 qk - 1 ) = ( - 1)
k - 1

ak . 证完

以上我们对于连分数中所出现的 a, 并未加任何限制 , 实际上

它们可以是任何实数 (甚至复数 ) .以下将要加以限制 .

定义  若 a1 是整数 , a2 , a3 ,⋯ , ak ,⋯是正整数 , 则连分数

[ a1 , a2 , ⋯ , ak , ⋯ ]

叫做简单连分数 ,若 a 的个数有限 , 就叫做有限简单连分数 , 若 a

的个数无限 ,就叫做无限简单连分数 .对于无限连分数 , 我们仍然

规定
pk

qk
= [ a1 , ⋯ , ak ] , k = 1 , 2 , ⋯ ,是它的渐近分数 .又如当 k→∞

时
pk

qk

有一个极限 ,我们就把这一极限叫作连分数的值 .

显然定理 1 , 2 对简单连分数来说仍然成立 .并且还有

定理 3  设 [ a1 , a2 , ⋯ , an , ⋯ ] 是 ( 有限或无限的 ) 简单连分

数 ,
pk

qk
( k = 1 ,2 ,⋯ ) 是它的渐近分数 ,则
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( i) 当 k≥3 时 , qk≥ qk - 1 + 1 , 因而对任何 k 来说 , qk≥ k - 1 ;

( ii)
p2 ( k - 1 )

q2 ( k - 1 )
>

p2 k

q2 k
,

p2 k - 1

q2 k - 1
>

p2 k - 3

q2 k - 3
,

p2 k

q2 k
>

p2 k - 1

q2 k - 1
;

( iii)
pk

qk
, k = 1 , 2 ,⋯都是既约分数 .

证  ( i) 由定理 1 显然 qk ≥1 , 因为 ak ≥1 , k≥2 , 故当 k≥3

时 ,

qk = akqk - 1 + qk - 2 ≥ qk - 1 + 1 .

又 q1 = 1 > 0 , q2 = a2 ≥2 - 1 ,应用归纳法 ( i)获证 .

( ii) 由 (7 )式即得

p2 k

q2 k
-

p2 ( k - 1 )

q2 ( k - 1 )
=

( - 1 )
2 k - 1

a2 k

q2 kq2 ( k - 1 )
=

- a2 k

q2 k q2 ( k - 1 )
< 0 ,

p2 k - 1

q2 k - 1
-

p2 k - 3

q2 k - 3
=

( - 1 )
2 k - 2

a2 k - 1

q2 k - 1 q2 k - 3
> 0 ,

故
p2 k

q2 k
<

p2 ( k - 1 )

q2 ( k - 1 )
,

p2 k - 1

q2 k - 1
>

p2 k - 3

q2 k - 3
.

由 (6 )式即得

p2 k

q2 k
-

p2 k - 1

q2 k - 1
=

( - 1)
2 k

q2 k q2 k - 1
> 0 .

故
p2 k

q2 k
>

p2 k - 1

q2 k - 1
.

( iii) 由 (6 )即知 ( pk , qk ) = 1 . 证完

定理 4  每一简单连分数表示一个实数 .

证  显然每一有限简单连分数表示一个有理数 .今设

[ a1 , a2 , ⋯ , ak , ⋯ ]

为任一无限简单连分数 ,
p1

q1
,

p2

q2
, ⋯ ,

pk

qk
, ⋯是它的渐近分数 .

由定理 3 知

p1

q1
,

p3

q3
,⋯ ,

p2 k - 1

q2 k - 1
, ⋯
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是一个有界递增数列 ,

p2

q2

,
p4

q4

,⋯ ,
p2 k

q2 k

,⋯

是一个有界递减数列 ,并且由定理 2 , 3 知

0 <
p2 k

q2 k
-

p2 k - 1

q2 k - 1
=

1
q2 k q2 k - 1

≤
1

( 2 k - 1 ) ( 2 k - 2)
→ 0 ,

因此
p2 k - 1

q2 k - 1
,

p2 k

q2 k
( k = 1 , 2 ,⋯ )作成一个区间套 , 故 lim

k→∞

pk

qk
存在 , 因

此定理获证 . 证完

习   题

1. 证明 :

pk =

a1 - 1 0 ⋯ 0 0

1 a2 - 1 ⋯ 0 0

0 1 a3 ⋯ 0 0

… … … … …

0 0 0 ⋯ ak - 1 - 1

0 0 0 ⋯ 1 ak

, qk =

1 0 0 ⋯ 0 0

0 a2 - 1 ⋯ 0 0

0 1 a3 ⋯ 0 0

… … … … …

0 0 0 ⋯ ak - 1 - 1

0 0 0 ⋯ 1 ak

  2. 我们把数表
r t

s u
叫做矩阵 ,它们的乘法定义如下 :

r t

s u

r′ t′

s′ u′
=

rr′+ ts′ rt′+ tu′

sr′+ us′ st′+ uu′
.

证明 :

a1 1

1 0

a2 1

1 0
⋯

ak 1

1 0
=

pk pk - 1

qk qk - 1

, k ≥ 2 .

§2  把实数表成连分数

在上节我们证明了任一简单连分数表示一个惟一的实数 , 这

一节将要证明每一实数基本上能够惟一地表成简单连分数 , 并且
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将说明连分数对求无理数的有理近似值的应用 .

设α是一个给定的实数 , 若 α是有理数 , 则 α=
a
b

, b > 0 .由

辗转相除法即得

a
b

= q1 +
r1

b
,  0 <

r1

b
< 1

b
r1

= q2 +
r2

r1
,  0 <

r2

r1
< 1 , q2 ≥ 1 ,

⋯⋯⋯⋯

rn - 2

rn - 1
= qn +

rn

rn - 1
,  0 <

rn

rn - 1
< 1 , qn ≥ 1 ,

rn - 1

rn
= qn + 1 ,    qn + 1 > 1 .

故 α =
a
b

= [ q1 , q2 , ⋯ , qn + 1 ] , qn + 1 > 1 , ( 1)

即每一有理数都可表成有限简单连分数 .

若α是无理数 ,则由 α= [α] + {α} , 0 < {α} < 1 即得

α = α1 +
1
α1

, a1 = [α] ,α1 =
1

{α}
> 1 ,

α1 = a2 +
1
α2

, a2 = [α1 ] ,α2 =
1

{α1 }
> 1 , ( 2)

⋯⋯⋯⋯

αk - 1 = ak +
1
αk

, ak = [αk - 1 ] ,αk =
1

{αk - 1 }
> 1 ,

⋯⋯⋯⋯

故  α= [ a1 , a2 ,⋯ , ak ,αk ] .由§1 定理 1 即得

α =
α1 a1 + 1

α1
,α =

αk pk + pk - 1

αk qk + qk - 1
, k = 2 , 3 , ⋯ ( 3)

  定理 1  任一实无理数可表成无限简单连分数 .

证  设α是任一实无理数 ,由 α我们可以得出 ( 2) 式 ,今证明
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lim
k→∞

[ a1 , a2 ,⋯ , ak ] = α . ( 4)

  由 (3 )式及§1 定理 2 即得

α -
pk

qk
=

αk pk + pk - 1

αk qk + qk - 1
-

pk

qk
=

( - 1 )
k - 1

qk (αkqk + qk - 1 )
. ( 5)

但αk > ak + 1 , 故αkqk + qk - 1 > qk + 1 .因此由§1 定理 3 即得

α -
pk

qk

<
1

k ( k - 1)
.

但当 k→∞时 ,
1

k ( k - 1)
→0 , 故 lim

k→ ∞

pk

qk
= α,即 ( 4) 式获证 .因此

α = [ a1 , a2 , ⋯ , ak , ⋯ ] .

又由 (2 )知 ak = [αk - 1 ] ≥1( k≥2 ) , 故定理获证 . 证完

由定理 1 的证明还可以得出一个在数论上有用的结论 .即

推论  α=
pk

qk
+

( - 1 )
k - 1

δk

qkqk + 1
,或 α=

pk

qk
+

( - 1)
k - 1

δ′ k

q
2

k

, 其中 0 <

δk < 1 ,0 < δ′ k < 1 .

证  因为αk > ak + 1 , 故 0 <
1

αk qk + qk - 1
<

1
qk + 1

<
1
qk

, 即有 δk ,δ′ k

存在 ,使得

1
αk qk + qk - 1

=
δk

qk+ 1

=
δ′ k

qk

, 0 < δk < 1 , 0 < δ′ k < 1

成立 ,由 ( 5) 式即得推论 . 证完

定理 2  每一实无理数只有一种惟一的方法表成无限简单连

分数 .

证  设α是任一实无理数 , 则 α不能表成有限简单连分数 ,

故α只能表成无限简单连分数 .我们只要证明如果两个简单无限

连分数

α0 = [ a1 , a2 , ⋯ , ak ,⋯ ]

与 β0 = [ b1 , b2 ,⋯ , bk , ⋯ ]

相等 ,则 ak = bk , k = 1 , 2 , ⋯ .令
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αk = [ ak+ 1 , ak + 2 , ⋯ ] ,βk = [ bk+ 1 , bk+ 2 ,⋯ ] .

则αk = ak + 1 +
1

αk + 1
,αk + 1 > 1;βk = bk + 1 +

1
βk + 1

,βk + 1 > 1 .故

ak+ 1 = [αk ] , bk + 1 = [βk ] , ( 6)

由α0 = β0 得

a1 = [α0 ] = b1 ,

及 α1 = β1 .

假定 aj = bj ,及 αj =βj , j = 1 , 2 , ⋯ , k ( k≥2) , 则用 αk ,βk 代替上面

的α0 ,β0 ,即得 ak + 1 = bk + 1 ,αk + 1 = βk + 1 ,故由数学归纳法 , 对于任何

正整数 k , ak = bk , 即定理获证 . 证完

关于有理数表成简单连分数的惟一性问题 ,则有

定理 3  ( i ) 若
a
b

= [ a1 , a2 , ⋯ , an ] = [ b1 , b2 , ⋯ , bm ] ,且 an >

1 , bm > 1 ,则 m = n , ai = bi ( i = 1 , 2 ,⋯ , n ) .

( ii) 任一有理数
a
b
有且仅有两种方法表成简单连分数 ,即

a
b

= [ a1 , a2 , ⋯ , an ] = [ a1 , a2 ,⋯ , an - 1 , 1]

其中 an > 1(证明与定理 2 的证明完全类似 , 留给读者 ) .

现在我们说明连分数在求实数的有理近似值方面的用处 ,即

定理 4  若 α是任一实数 ,
pk

qk
是α的第 k 个渐近分数 , 则在分

母≤ qk 的一切有理数中 ,
pk

qk
是α的最好的有理近似值 , 即若 0 < q

≤ qk , 则

α -
pk

qk

≤ α -
p
q

. ( 7)

  证  若α=
pk

qk
, 则定理已经成立 .因此只须讨论 α≠

pk

qk
的情
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形 .在这种情况下 ,α就有第 k + 1 个渐近分数
pk + 1

qk + 1
, 我们不妨假定

pk

qk
<

pk + 1

qk + 1

pk + 1

qk + 1
<

pk

qk
可完全类似地讨论 .

( i) 我们证明 :若 0 < q≤ qk ,则

p
q

≤
pk

qk
 或  

pk+ 1

qk + 1
<

p
q

. ( 8)

假定
pk

qk

<
p
q
≤

pk + 1

qk + 1

.由于
pk + 1

qk + 1

是既约分数 , 而 q≤ qk < qk + 1 (§1 定

理 3) , 故
pk

qk
<

p
q

<
pk + 1

qk + 1
.因此

p
q

-
pk

qk

=
pqk - qpk

qqk

≥
1

qqk

,
pk+ 1

qk + 1

-
p
q

≥
1

qk+ 1 q
,

(因为 pqk - qpk > 0 , qk + 1 q - qk + 1 p > 0 ) , 由 qk + 1 + qk > q 即得

pk + 1

qk+ 1
-

pk

qk
≥

qk + 1 + qk

qqk qk + 1
>

1
qk qk+ 1

.

这与§1 定理 2 矛盾 ,故 (8 )式成立 .

( ii) 由定理 1 的推论及
pk

qk
<

pk + 1

qk + 1
即得

pk

qk
< α≤

pk+ 1

qk + 1
.

若
p
q
≤

pk

qk
,则 ( 7) 式显然成立 .若

pk + 1

qk + 1
<

p
q

, 则

α -
p
q

≥
pk + 1

qk+ 1
-

p
q

≥
1

qqk + 1
≥

1
qk qk+ 1

.

另一方面 ,由定理 1 的推论知

α -
pk

qk
<

1
qk qk + 1

,

故得 (7 )式 . 证完

例  求 1 + 5的精确到小数点后四位的有理近似值 .
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解  由计算可知

1 + 5 = [3 ,4 ,4 ,4 ,4 ,⋯ ] ,

因此 q1 = 1 , q2 = 4 , q3 = 17 , q4 = 72 , q5 = 305 ; p1 = 3 , p2 = 13 , p3 =

55 , p4 = 233 .由定理 1 推论知

1 + 5 -
233
72

<
1

72× 305
<

1
10

4 .

故
233
72

即为所求 .

我国古代数学家何承天 ( 370—447 ) 发明可以用
22
7

( 疏率 ) 表

示圆周率π的近似值 , 祖冲之 ( 429—500) 发明可以用
355
113

( 密率 )

作为圆周率π的近似值 , 而西欧最早发明这一事实的时间还比他

晚 1 000 年 .更有兴趣的是由实际计算我们知道π的连分数是

π = [3 , 7 , 15 , 1 , 292 , 1 , 1 ,⋯ ] ,

因此π的渐近分数是

3
1

,
22
7

,
333
106

,
355
113

,
103 993
33 102

,
104 308
33 215

,⋯ ,

而疏率及密率刚好是π的两个渐近分数 .由定理 4 我们就知道疏

率及密率是π的两个最好的有理近似值 .由定理 1 推论 .

π -
355
113

<
1

113× 33 102
<

1
10

6 ,

故
355
113

是 π的精确到小数点六位的有理近似值 .事实上 ,
355
113

=

3.141 592 9⋯与π的真值的前六位小数是符合的 , 由此可见祖氏

在数学上的成就是突出的 .他是历史上第一流数学家 , 他的成就是

我们祖国的光荣 .他的这些成就主要是由于自己的刻苦劳动得来

的 ,他曾说他学习算学是“⋯⋯搜练古今 , 博采沈奥 , 唐篇夏典 , 莫

不揆量 ,周正汉朔 , 咸加该验 ,⋯⋯”.通过祖冲之的成就和事迹 , 再

一次证明了中国人民是勤劳 ,勇敢而又有高度智慧的 .祖冲之著有

·851·



《缀术》(他的著作名称 ) ,但是由于统治阶级的不重视 , 没有人去认

真钻研 ,以致“学官莫能究其深奥 , 是故废而不理 .”(唐长孙无忌

《隋书》,律历志 ) (参看李俨著 :《中国古代数学史料》) .

习   题

1. 将 13 ,
1
2

( 5 + 1 )展成无限简单连分数 .

2. 求 sin18°的精确到小数点后五位的有理近似值 .

 * 3. 设 α是实数且α= [ a1 , a2 , ⋯] , N 是一个正整数 ,将 N 表成十进位数

时 , k 是这个十进位数的数码的个数 , n 是满足条件 qn≤ N 的最大整数 .证

明 : n≤5 k + 1 .

§3  循环连分数

这一节我们将要说明实二次不尽根 (整系数二次不可约方程

的实根 )与循环连分数间的关系 .

定义  对于一个无限简单连分数 [ a1 , a2 , ⋯ , an , ⋯ ] , 如果能

找到两个整数 s≥0 , t > 0 使得

as+ i = as+ kt + i , i = 1 , 2 , ⋯ , t , k = 0 , 1 , 2 ,⋯ .

我们就把这个无限简单连分数叫做循环连分数 , 并简单地把它记

作 [ a1 , a2 , ⋯ , as ,�as + 1 ,⋯ ,�as + t ] .

我们首先注意 :若 [ a1 , a2 ,⋯ , an ,⋯ ]是一循环连分数 ,

αn = [ an + 1 , an + 2 ,⋯ ] 则αs = αs + kt , k = 0 , 1 , 2 , ⋯ .反之亦然 .

定理 1  每一循环连分数一定是某一整系数二次不可约方程

的实根 .

证  令 α= [ a1 , a2 , ⋯ , as ,�as + 1 , ⋯ ,�as + t ] , an = [ an + 1 , an + 2 , ⋯ ] .

若  s = 0 ,则由§2 , (3)式即得

α =
αpt + pt - 1

αqt + qt - 1
,

·951·



因此 qtα
2

+ ( qt - 1 - pt )α - pt - 1 = 0 . ( 1)

  若  s > 0 ,则由§2 , ( 3) 式及上述注意即得

α =
αs ps + ps - 1

αsqs + qs - 1
=

αs ps+ t + ps+ t - 1

αsqs+ t + qs+ t - 1
,

由此得

αs =
- qs - 1α+ ps - 1

qsα - ps
=

- qs+ t - 1α+ ps+ t - 1

qs+ tα - ps+ t
,

因此

( qs+ tα - ps+ t ) ( - qs - 1α+ ps - 1 ) = ( qsα - ps ) ( - qs + t - 1α+ ps+ t - 1 ) ,

即 ( qs + t qs - 1 - qs+ t - 1 qs )α
2

+ ( ps+ t - 1 qs + psqs+ t - 1 -

ps+ t qs - 1 - qs+ t ps - 1 )α+ ( ps+ t ps - 1 - ps+ t - 1 ps ) = 0 . ( 2)

  又因α是无限连分数 ,故 α是实无理数 , 故 (1 ) , (2 ) 两式不可

约 ,因此定理获证 . 证完

定理 1 的逆命题亦真 .这就是

定理 2  若 f ( x ) = ax
2

+ bx + c 是一个整系数二次不可约多

项式 ,α是 f ( x ) = 0 的一个实根 , 则表示 α的简单连分数是一循

环连分数 .

证  因为 f ( x )不可约 , 故 α是一实无理数 .由§2 定理 1 ,α

能表成一无限简单连分数 ,设

α = [ a1 , a2 ,⋯ , an ,⋯ ] .

令  αn = [ an + 1 , an + 2 ,⋯ ] ,则由§2 (3 )式

α =
αn pn + pn - 1

an qn + qn - 1
.

又  aα
2

+ bα+ c = 0 , 以上式代入后即得

Anα
2
n + Bnαn + Cn = 0 ,

其中

An = ap
2
n + bpn qn + cq

2
n ,

Bn = 2 apn pn - 1 + b( pn qn - 1 + pn - 1 qn ) + 2 cqn qn - 1 ,

Cn = ap
2
n - 1 + bpn - 1 qn - 1 + cq

2
n - 1 .

( 3)
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故αn 是

An y
2

+ Bn y + Cn = 0 ( 4)

的一个根 .又由 ( 3) 式及§1 定理 2 即得

B
2

n - 4 An Cn = ( b
2

- 4 ac) ( pn qn - 1 - pn - 1 qn )
2

= b
2

- 4 ac .( 5)

  由§2 定理 1 的推论

pn = aqn +
θn

qn
, | θn | < 1 .

由 (3 )即得

An = a αqn +
θn

qn

2

+ b αqn +
θn

qn

qn + cq
2
n

= ( aα
2

+ bα+ c) q
2
n + 2 aαθn + a

θ
2
n

q
2
n

+ bθn

= 2 aαθn + a
θ

2

n

q
2
n

+ bθn .

故 | An | < | 2 aα| + | a | + | b | ,

由 (3 )又知 Cn = An - 1 ,因而

| Cn | < | 2 aα | + | a | + | b | .

最后由 (5 )即知

| Bn |≤ 4 | An Cn | + | b
2

- 4 ac |

< 4( 2 | aα | + | a | + | b | )
2

+ | b
2

- 4 ac | .

由于 a, b, c ,α都是常数 , 故 An , Bn , Cn 只能取有限组不同的值 .

因此在序列

( A2 , B2 , C2 ) , ⋯ , ( An , Bn , Cn ) , ⋯

中一定有三组值是相同的 ,即有三正整数 n1 , n2 , n3 ( n1 < n2 < n3 )

存在 ,使得

An
1

= An
2

= An
3

= A ,

Bn
1

= Bn
2

= Bn
3

= B ,
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Cn
1

= Cn
2

= Cn
2

= C .

由 (4 )即知 αn
1
,αn

2
,αn

3
都是

Ay
2

+ By + C = 0

的根 .但 f ( x )不可约 ,故由 (3 ) , An≠0 , 因而 , 上述方程有两根 .故

αn
1
,αn

2
,αn

3
中一定有两个相等 , 不妨设αn

1
= αn

2
.

α是实无理数 ,αn
1
也是实无理数 ,故由§2 定理 2

an
1

+ 1 = an
2

+ 1 , an
1

+ 2 = an
2

+ 2 , ⋯ .

令  s = n1 , t = n2 - n1 , 即得

a = [ a1 ,⋯ , as ,�as + 1 , ⋯ ,�as+ t ] . 证完

*§4  二次不定方程

本节将应用循环连分数的理论讨论下列的二次不定方程

x
2

- dy
2

= 1 , ( 1)

其中 d 是非平方的正整数 .

因为 d 是非平方的正整数 , 故 d是一个二次不尽根 , 由§3

定理 2 知

d = [ a1 , a2 ,⋯ , as ,�as+ 1 , ⋯ ,�as+ t ] ,

令αn = [ an + 1 , an + 2 , ⋯ ] .我们来证明

定理 1  有两个整数 Pn , Qn 存在使得下式成立 .

αn =
d + Pn

Qn

, 且 P
2
n ≡ d ( mod Qn ) . ( 2)

  证  由§2( 2) 式及§2 定理 2 知

d - [ d ] =
1
α1

,

即
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α1 =
d + [ d ]

d - [ d ]
2 .

令 P1 = [ d ] , Q1 = d - [ d ]
2
, 则极易验证 ( 2)成立 .

今设 有 二 整 数 Pk , Qk 存 在 , 使 得 αk =
d + Pk

Qk
, P

2
k ≡

d ( mod Qk ) 成立 ,则由§2 (2 )式及§2 定理 2 知

αk = αk + 1 +
1

αk+ 1

.

  以上式代入即得

αk+ 1 =
Qk

d - ( ak + 1 Qk - Pk )
=

d + ( ak+ 1 Qk - Pk )

{ d - ( ak + 1 Qk - Pk )
2
}�/Qk

, ( 3)

令  Pk + 1 = ak + 1 Qk - Pk , Qk + 1 =
d - ( ak + 1 Qk - Pk )

2

Qk
.因为 P

2

k ≡

d ( mod Qk ) ,故

( ak + 1 Qk - Pk )
2

- d ≡ P
2
k - d ≡ 0 ( mod Qk ) ,

因此 Qk + 1 是整数 .由 Qk + 1 及 Pk + 1 的定义即知

P
2
k + 1 ≡ d( mod Qk + 1 ) ,

故 (2 )对于 k + 1也成立 .由数学归纳法 ,定理获证 . 证完

定理 2  若 d 是一个非平方的正整数 , Qn 即定理 1 中所定义

的 ,则二次不定方程

x
2

- dy
2

= ( - 1 )
n
Qn ( 4)

有正整数解 x , y , 并且 ( x , y ) = 1 .

证  令 d的第 n 个渐近分数是
pn

qn

,则由§2 (3 )式及定理 1 即

得

d =
αn pn + pn - 1

αn qn + qn - 1

=
pn ( d + Pn ) + pn - 1 Qn

qn ( d + Pn ) + qn - 1 Qn

,

由此得
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dqn + d ( qn Pn + qn - 1 Qn ) = pn Pn + pn - 1 Qn + d pn .

因 d是无理数 ,故得

pn = qn Pn + qn - 1 Qn , dqn = pn Pn + pn - 1 Qn ,

以 pn 乘第一式减去以 qn 乘第二式即得

p
2

n - dq
2

n = ( pn qn - 1 - pn - 1 qn ) Qn = ( - 1)
n
Qn .

故 (4 )有一正整数解 | pn | , qn ,且由渐近分数的性质 ( | pn | , qn ) = 1 .

证完

推论  若 d = [ a1 , a2 , ⋯ , as ,�as + 1 , ⋯ ,�as + t ] , n > s , Qn 即定

理 1 中所定义的 , 则 ( 4 ) 有无穷多个正整数解 , 即 | pn + lt | , qn + lt ,

2 | l , l≥0 .

证  由定理 2 知 (4 )有一正整数解 , 即 | pn | , qn .又由假设及定

理 1 知

αn =
d + Pn

Qn
=

d + Pn + lt

Qn + l t
,

故得

Qn + lt d + Pn Qn+ lt = Qn d + Pn + l t Qn .

因 d是无理数 ,故 Qn = Qn + lt .由定理 2 及 2 | l 即得

p
2
n + l t - dq

2
n + l t = ( - 1)

n + l t
Qn + lt = ( - 1 )

n
Qn . 证完

  定理 3  若 d 是一个非平方的正整数 , 则不定方程 ( Pell 方

程 )

x
2

- dy
2

= 1 ( 5)

有正整数解 .

证  由 定理 2 的推论 , 有一整数 Q 存在 ( 只 须取 Q =

( - 1 )
n
Qn , n > s)使得不定方程

x
2

- dy
2

= Q

有无穷多个正整数解 ,则在这无穷多组正整数中一定有两组不同

的正整数 x1 , y1 ; x2 , y2 使得下列关系成立 .
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x1 ≡ x2 ( mod | Q | ) , y1 ≡ y2 ( mod | Q | ) . ( 6)

由于 x
2

1 - dy
2

1 = Q , x
2

2 - dy
2

2 = Q , 故

    Q
2 �

= ( x
2
1 - dy

2
1 ) ( x

2
2 - dy

2
2 )

= ( x1 x2 - dy1 y2 )
2

- d( x1 y2 - x2 y1 )
2

. ( 7)

由 (6 )式即得

x1 x2 - dy1 y2 ≡ x
2

1 - dy
2

1 ≡ 0 ( mod | Q | ) ,

x1 y2 - x2 y1 ≡ x1 y1 - x1 y1 ≡ 0 ( mod | Q | ) ,

故若令
x1 x2 - dy1 y2

Q
= x ,

x1 y2 - x2 y1

Q
= y , 则 x , y 为非负整

数且由 (7 )知 x , y 是 (5 )的一解 .

显然 x≠0 ,否则 - dy
2

= 1 , 这与 d > 0 矛盾 ;并且 y≠0 ,否则

x1 y2 = x2 y1 ,

由定理 2 知 ( x1 , y1 ) = ( x2 , y2 ) = 1 , 因此 x1 | x2 , x2 | x1 .但 x1 > 0 ,

x2 > 0 ,故 x1 = x2 , y1 = y2 , 这与 x i , yi 的定义矛盾 .故 x , y 是 ( 5)

的一组正整数解 . 证完

定理 4  若 x0 , y0 是 ( 5 ) 的一组正整数解 , 且 x0 + d y0 是形

如 x + dy ( x , y 是 (5 )的正整数解 )的最小数 , 则 ( 5 ) 式的一切正

整数解 x , y 可由下式确定 :

x + d y = ( x0 + y0 d )
n
, n = 1 , 2 , ⋯ . ( 8)

  证  ( i) 由 (8 )式确定的 x , y 显然是正整数 , 并且

x
2

- dy
2

= ( x + dy ) ( x - dy )

= ( x0 + dy0 )
n
( x0 - dy0 )

n
= ( x

2

0 - dy
2

0 )
n

= 1 .

故由 (8 )式确定的 x , y 是 (5 )的正整数解 .

( ii) 假定 (5 )有一组正整数解 x , y; 但对任何正整数 n 来说 ,

x + dy≠ ( x0 + dy0 )
n

.因此有一整数 r 存在使得不等式

( x0 + dy0 )
r

< x + dy < ( x0 + d y0 )
r+ 1

成立 .故
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1 < X + Y d < x0 + dy0 , ( 9)

其中 X + Y d =
x + dy

( x0 + dy0 )
r = ( x + d y ) ( x0 - d y0 )

r
.仿 ( i)

可证得

X
2

- d Y
2

= 1 . (10)

由 (9 ) , (10) 即得

0 <
1

x0 + dy0

<
1

X + Y d
= X - Y d < 1 . (11)

由 (9 ) , (11) 即得 2 X > 1 , 即 X > 0 .又由 (9 ) , (11) 即得

X - Y d < 1 < X + Y d ,

故 2 Y d > 0 ,即 Y > 0 ,

故由 (10) 知 X , Y 是 (5 ) 的一组正整数解 , 由 ( 9 ) 知与 x0 , y0 的定

义矛盾 ,因此定理获证 . 证完

习   题

1. x0 , y0 即定理 4 中所定义的 .试证 ( 5) 式的一切整数解 x , y 可由下式

确定 ,

x + y d =± ( x0 + y0 d ) n , n = 0 , ± 1 , ± 2 ,⋯ .

  2. 证明不定方程

x2 + ( x + 1) 2 = z2

的一切正整数解可以写成公式

x =
1
4

{ (1 + 2 )2 n+ 1 + (1 - 2 ) 2 n+ 1 - 2} ,

z =
1

2 2
{ (1 + 2 )

2 n+ 1
- (1 - 2 )

2 n+ 1
} ,

其中 n 是正整数 .
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第八章  代数数与超越数

全体复数可以分成两类 ,即代数数与超越数 , 本章的目的就在

于极初步地讨论这两种数 .我们将要指出整数有一些性质可以推

广到代数数上去 ,同时也有一些性质不能原封不动地推广到代数

数上去 , 其中最值得注意的就是算术基本定理 , 从第二章关于

FLT 的介绍知 , 这是重要的事件 .指出这些区别能够帮助我们对

整数性质得到进一步的了解 ,也对进一步学习代数数论有帮助 .关

于超越数 ,我们首先指出如何借助代数数的性质来具体找出一些

超越数 ,然后证明两个时常用到的常数 e( 自然对数的底 ) 及π( 圆

周率 )的超越性 .从而解决了“化圆为方”的尺规作图不能的问题 .

§1  二次代数数

定义  若数ξ满足一个有理系数代数方程

x
n

+ a1 x
n - 1

+ ⋯ + an - 1 x + an = 0 , ( 1)

则ξ叫做一个代数数 .若方程 (1 )的系数都是整数 , 则ξ叫做一个

代数整数 .若ξ所满足的最低次的代数方程的次数是 n , 则ξ叫做

n 次代数数 , n 叫作ξ的次数 .

例如 i = - 1 ,ω=
1
2

( - 1 + - 3 )分别满足代数方程

x
2

+ 1 = 0 , x
2

+ x + 1 = 0 .

故 i ,ω都是二次代数数 , 并且都是代数整数 .又 ρ=
5 + 1

4
满足二

次不可约代数方程

x
2

-
1
2

x -
1
4

= 0 ,
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故ρ是一个二次代数数 , 但由定理 1 知不是代数整数 .

定理 1  �每一代数数满足一个首项系数是 1 的有理系数不可

约代数方程 ,并且这个方程是惟一的 .若此代数数是代数整数 , 则

上述方程是整系数的 .

证  ( i) 设ξ是任一代数数 ,它所满足的首项系数是 1 的有理

系数代数方程中 ,一定有一个次数最低的 .设这个代数方程是

f ( x ) = 0 , f ( x ) = x
n

+ a1 x
n - 1

+ ⋯ + an ,

则 f ( x )不可约 .因为否则 f ( x ) = f1 ( x ) f2 ( x ) , 而 f1 ( x ) , f2 ( x )的

次数都小于 n , 且不是常数 .由 f (ξ) = 0 即 得 f1 (ξ) = 0, 或

f2 (ξ) = 0 ,因此ξ满足一较低次代数方程 ,而与 f ( x )的定义矛盾 .

若ξ还满足另一首项系数是 1 的不可约代数方程 g ( x ) = 0 ,

则由多项式的带余式除法知 ,有两个有理系数多项式 h ( x ) , r ( x )

使得 g( x ) = f ( x ) h( x ) + r ( x ) , r ( x ) 的次数小于 f ( x )的次数 .

再由 g(ξ) = f (ξ) = 0 知 r(ξ) = 0 , 由 f ( x )的次数最低知 r( x ) =

0 , 从而 g( x ) = f ( x ) h ( x ) .但 g ( x ) 是不可约的 , 并且 f ( x ) ,

g( x ) 的首项系数都是 1 ,故 h( x ) = 1 ,即 f ( x ) = g( x ) .

( ii) 设ξ是代数整数 ,可证 ( i )中的 f ( x ) 是整系数多项式 .由

定义 ,ξ满足一整系数方程

F( x ) = 0 , F( x ) = x
l

+ c1 x
l - 1

+ ⋯ + cl .

由于 f (ξ) = 0 ,且 f ( x ) 不可约 , 根据 ( i ) 中同样的理论知 , 有一有

理系数多项式 q( x )使

F( x ) = f ( x ) q( x ) .

将 f ( x )和 q( x ) 表成如下形式 :

f ( x ) =
a
b

f
*

( x ) =
a
b

( a
*

0 x
n

+ a
*

1 x
n - 1

+ ⋯ + a
*

n ) ,

q( x ) =
c
d

q
*

( x ) =
c
d

( q
*

0 x
m

+ q
*

1 x
m - 1

+ ⋯ + q
*
m ) ,

其中 a
*

0 , a
*

1 , ⋯ , a
*

n 为整数且互质 , q
*

0 , q
*

1 , ⋯ , q
*

m 为整数且互
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质 , ( a , b ) = ( c , d ) = 1 , m = l - n , 则 由 下 面 的 ( iii ) 知

f
*

( x ) q
*

( x )也是系数互质的整系数多项式 , 于是

bdF( x ) = acf
*

( x ) q
*

( x ) ,

且左、右两边的多项式的系数的最大公因数分别是 bd , ac, 所以

bd = ac ,从而

F( x ) = f
*

( x ) q
*

( x ) ,

且 f
*

( x ) 的首项系数和 F( x )的一样都是 1 .由 f ( x ) 与 f
*

( x ) 的

关系知
a
b

= 1 , 因而 f ( x )是整系数多项式 .

( iii) 今证 ( ii)中的 f
*

( x ) q
*

( x ) 的系数互质 .假设不然 ,则有

一质数 p 能整除它的一切系数 ,特别是能整除 a
*

0 q
*

0 .设按降幂顺

序 , a
*

r , q
*

s ( r , s 可以是 0) 分别是 f
*

( x ) , q
*

( x )的第一个不被 p

整除的系数 , 即 a
*

0 , ⋯ , a
*

r - 1 ; q
*

0 , ⋯ , q
*

s - 1 都能被 p 整除 , 而 a
*

r ,

q
*
s 不被 p 整除 .由于 f

*
( x ) , q

*
( x ) 的系数互质 ,所以这样的 r , s

是存在的 .于是 f
*

( x ) q
*

( x ) 的展开式中 x
l - r - s

= x
( n - r) + ( m - s)

的

系数

a
*

r q
*

s + a
*

r - 1 q
*

s + 1 + ⋯ + a
*

r + 1 q
*

s - 1 + ⋯

不能被 p 整除 .由反证法得知 f
*

( x ) q
*

( x )的系数互质 . 证完

推论  有理数是代数整数的充要条件是这个有理数是整数 .

若ξ是一个代数数 ,则 ξ的一切有理函数
f (ξ)
g(ξ)

( f ( x ) , g ( x )

都是 x 的有理系数多项式 , 并且 g (ξ) ≠0 )作成一个数域 k (ξ) ,

即 k (ξ) 中任何两数的和 ,差与积仍然在 k (ξ)中 , 若除数不为零 ,

则两数之商也在其中 .现在我们给出下面的

定义  如果一个数域的每一个数都是代数数 , 那么这个数域

就叫做代数数域 .

如果一个数环 (即一个数的集合 , 其中任何两数的和 , 差与积

都在其中 )中的每一个数都是代数整数 , 那么这个数环就叫做代数

整数环 .
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定理 2  若 ξ是一个二次代数数 , 则 k (ξ)是一个代数数域 ;

并且有一不含平方因数的非零整数 m 使得 k (ξ) = k ( m ) , 而

k(ξ)是由一切形如

a + b m ( 2)

的数作成的 ,其中 a , b 是任何有理数 .

证  ( i) 因为ξ是一个二次代数数 , 故 ξ是不可约的有理系

数二次方程

x
2

+ a1 x + a2 = 0

的根 .由二次方程解的公式知道ξ=
1
2

( - a1 ± η) , 其中η= a
2
1 -

4 a2 是有理数 ,但不是有理数的平方 .极易证明 k (ξ) = k( η) .

因为η是有理数 , 故η=
r
s

, η=
1
s

rs , rs 是非零整数 .再由

算术基本定理可使 rs = t
2

m , 其中 m 是不含平方因数的非零整

数 , t≠0 , 因此

η =
t
s

m .

由于
t
s
≠0 , 故得 k (ξ) = k ( η) = k( m ) .

( ii) 设 f ( x )是任一有理系数多项式 , 则由带余式除法 ,

f ( x ) = ( x
2

- m ) q( x ) + ( bx + a) , ( 3)

以 x = m代入即得 f ( m ) = a + b m , 在 k (ξ) 中任取一数

γ, 则由 ( i)及 k ( m )的定义及 ( 3)式即得

γ =
g( m )

h( m )
=

a1 + b1 m

a2 + b2 m
=

a1 a2 - b1 b2 m

a
2
2 - b

2
2 m

+
a2 b1 - a1 b2

a
2
2 - b

2
2 m

m ,

即 γ可表成 (2 )的形式 .反之 ,任一形状是 ( 2 ) 的数在 k ( m ) 里 ,

因而在 k (ξ) 里 .

( iii) 由 ( ii ) 知 k (ξ) 中任一数都是 ( 2 ) 的形状 , 但任一 a +
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b m满足方程

x
2

- 2 ax + a
2

- b
2

m = 0 , ( 4)

故 k (ξ) 是一代数数域 . 证完

定义  若ξ是一个二次代数数 , 则 k (ξ) 叫做二次数域 .由定

理 2 立刻可以看出要研究二次数域 ,只须研究二次数域 k ( m ) .

定理 3  若 m 是不含平方因数的整数 , 则 k ( m )中的一切

代数整数可以表成

a + bω ( 5)

的形式 ,其中 a 与 b 可以是任何整数 ,而

ω =
m , 当 m á 1 ( mod4 ) ;

1
2

( m - 1) ,当 m ≡ 1( mod4) .

  证  设ξ是 k ( m ) 中任一数 ,则由定理 2 ,ξ= a + b m , 其

中 a 与 b 是有理数 , 而ξ是满足方程 ( 4 )的 , 故 ξ是代数整数的充

分与必要条件是 2 a 及 a
2

- b
2

m 都是整数 , 令 2 a = A , a
2

- b
2

m =

C ,则 (2 b)
2

m = A
2

- 4 C 是整数 .又因 b 是有理数 , 故 2 b 是有理

数 ,设 2 b =
r
s

, s > 0 , ( r , s) = 1 , 则由 ( 2 b)
2

m 是整数即得 s
2

| r
2

m ,

由 ( r
2
, s

2
) = 1 即得 s

2
| m .因 m 不含平方因数 , 故 s = 1 , 即 2 b = B

是一整数 .故ξ是代数整数的充分与必要条件是

ξ =
1
2

( A + B m ) , ( 6)

其中 A 与 B 是整数 , 并且
1
4

( A
2

- B
2

m ) = C 也是整数 .

今将证 A 与 B 不能是一单一双 .若不然 ,则 A 是单数而 B 是

双数 ,或 B 是单数而 A 是双数 .若 A 单 B 双 , 则 A
2
≡ 1 ( mod4 ) ,

B
2

m≡0( mod4) , 因此 A
2

- B
2

m≡1 ( mod4 ) , 而 48 ( A
2

- B
2

m ) ,

这与 C 是整数矛盾 .若 A 双 B 单 , 则 A
2

- B
2

m≡ - m ( mod4 ) , 因

为 m 不含平方因数 ,故 48 m ,于是 48 ( A
2

- B
2

m ) , 这也与 C 是整
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数矛盾 ,故 A , B 只能同时是单数 , 或同时是双数 .下面我们分两

种情况来讨论 .

( i) 当 má 1 ( mod4 )时 , A 与 B 不能同时是单数 , 否则 A
2
≡

1( mod4) , B
2
≡1 ( mod4 ) ,而

A
2

- B
2

m≡1 - m ( mod4) ,

但 4 | A
2

- B
2

m , 因此 4 | m - 1 而得矛盾 .故 A 与 B 同时是双数 .

由 (6 )知 ,ξ是代数整数的充分与必要条件是

ξ= a + b m ,

其中 a =
A
2

, b =
B
2
都是整数 .

( ii) 当 m≡1 ( mod4 )时 , 不论 A 与 B 同时是单数或同时是双

数 ,总有

A
2

- B
2

m≡ A
2

- B
2
≡0 ( mod4 ) ,

即 C 永远是整数 .故由 ( 6) ,ξ是代数整数的充分与必要条件是

ξ=
1
2

( A + B m ) ,

其中 A 与 B 同时是双数或同时是单数 .此时

ξ =
A + B

2
+ Bω,ω =

1
2

( m - 1) ,

而
A + B

2
是整数 .又因 A , B 可以任意取 ( 只要同是单数或同是双

数 ) , 故 k ( m )中的一切代数整数可以表成

a + bω,ω=
1
2

( m - 1)

的形式 ,其中 a , b 是任意整数 .

由 ( i) , ( ii )定理获证 . 证完

推论  k( m ) 中的一切代数整数作成一个代数整数环 , 记

作 R ( m ) .

证  若ξ,η是 k ( m )中的任二代数整数 ,则由定理 3 ,

·271·



ξ= a1 + b1 ω,η= a2 + b2 ω .

显然ξ±η仍然是 k ( m )中的代数整数 , 由

ω
2

=
m ,    当 m á 1( mod4) ;

m - 1
4

- ω, 当 m ≡ 1 ( mod4 ) ,

即得

ξη =

( a1 a2 + b1 b2 m ) + ( a1 b2 + a2 b1 )ω,当 m á 1 ( mod4 ) ,

a1 a2 +
m - 1

4
b1 b2 + ( a1 b2 + a2 b1 - b1 b2 ) ω,

               当 m ≡ 1 ( mod4 ) .

故ξη仍然是 k ( m ) 中的代数整数 . 证完

例  k ( i)内的代数整数是 a + bi ,其中 a , b 是整数 , k ( - 5 )

内的代数整数是 a + b - 5 , 其中 a , b 是整数 . k ( - 3 ) 中的代

数整数是 a +
b
2

( - 3 - 1 ) ,其中 a , b 是整数 .

§2  二次代数整数的分解

本节将要引入代数整数的整除及质代数整数的概念 .应用这

些概念将要证明 : R ( m ) 中的每一数可以分解成 R ( m )的质

代数整数的乘积 .进一步还要指出这种分解未必是惟一的 .

定义  设 R 是一代数整数环 ,α∈ R ,β∈ R ( 即 α,β是 R 中

的数 ) ,β≠0 .若有一 γ∈ R 使得

α=βγ

成立 .我们就说 β整除α, 或 α被β整除 ,β叫做α的在 R 中的

因数 .   

若ε∈ R ,且ε整除 1 , 则ε叫做 R 的一个么数 .

若α∈ R ,β∈ R , 且α=εβ,ε是 R 的么数 , 则α,β叫做相伴 .

例 1  在 R ( - 5 ) 中 , 1± - 5整除 6; ±1 是它的么数 .在
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R ( - 3 ) 中 , 2 + - 3整除 7;±1 ,
1
2

( ± - 3±1 ) 是 R ( - 3 )

的么数 , 而和 2 + - 3 相伴的数有 - 2 - - 3 , ±
1
2

( - 1 +

3 - 3 ) , ±
1
2

( - 3 - 5) .

为了以下的应用 ,我们在二次数域内引进范数的概念 ; 若ξ∈

k( m ) , 则ξ= a + b m , 我们把 | a
2

- b
2

m | 叫做 ξ的范数 , 而

记作 N (ξ) .由直接计算即得

N (ξη) = N (ξ) N (η) . ( 1)

  若 ξ是代数整数 , 则 N (ξ) 是一非负整数 , 因为若 m á

1( mod4) , 则ξ= a + b m , 而 N (ξ) = | a
2

- b
2

m | 是整数 , 若 m

≡ 1 ( mod4 ) , 则 ξ = a -
b
2

+
b
2

m , 而 N ( ξ) =

a
2

- ab - b
2 m - 1

4
是整数 , 并且容易看出要使 N (ξ) = 0 , 只

有ξ= 0 .

定理 1  ε是 R( m )的么数的充分与必要条件是 N (ξ) = 1 .

证  若ε是 R ( m )的么数 ,则εε′= 1 ,故由 ( 1) 得

N (ε) N (ε′) = N (εε′) = 1 .

但 N (ε) 及 N (ε′) 都是正整数 ,因此 N (ε) = 1 .

反之 ,若 N (ε) = 1 , 设 ε= a + b m , 取 ε′= ± ( a - b m )

可使    

εε′= ± ( a
2

- b
2

m ) = | a
2

- b
2

m | = 1 .

又ε′满足方程

x
2

- 2(± a) x + ( a
2

- b
2

m ) = 0 .

由于ε是代数整数 ,故 2 a , a
2

- b
2

m 是整数 , 因而ε′是代数整数 ,

故ε是 R ( m )的么数 . 证完

由定理 1 即得
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推论  若α,β是 R ( m ) 中的任意两数 , 且 N (α) ≠ N (β) ,

则α,β不相伴 .

定义  设 R 是一代数整数环 ,α是 R 的任一不是么数的数 .

若α除 R 的么数及其相伴数外不再被 R 中的其他任何数整除 , 则

α叫做 R 的质代数整数 ,否则 α就叫做 R 的合代数整数 .

例 2  �2 是 R( - 5 )中的质代数整数 , 而 41 是 R ( - 5 ) 中

的合代数整数 .

( i) 因为 41 = ( 6 + - 5 ) ( 6 - - 5 ) , 而 N ( 6 + - 5 ) =

N (6 - - 5 ) = 41 , 故 41 被 6 + - 5整除 , 并且 6 + - 5不是么

数又不与 41 相伴 .

( ii) 假定 2 = ( a1 + b1 - 5 ) ( a2 + b2 - 5 ) , 并且 a1 +

b1 - 5及 a2 + b2 - 5都是代数整数 , 则由§1 定理 3 , a1 , a2 ,

b1 , b2 都是整数 , 由 ( 1)即得

4 = N (2 ) �= N ( a1 + b1 - 5 ) N ( a2 + b2 - 5 )

= ( a
2
1 + 5 b

2
1 ) ( a

2
2 + 5 b

2
2 ) .

显然 a
2
1 + 5 b

2
1 ≠ 2 , 故 a

2
1 + 5 b

2
1 = 4 或 1 .若 a

2
1 + 5 b

2
1 = 4 , 则 a1 +

b1 - 5 = ±2 而与 2 相伴 , 若 a
2

1 + 5 b
2

1 = 1 , 则 a1 + b1 - 5是么

数 ,故 2 只能被么数及其相伴数整除 , 由定义即知 2 是 R ( - 5 )

中的质代数整数 .

定理2  若α是 R ( m )中任一不是么数的数 ,并且α≠0 , 则

α一定能分解成 R( m )中质代数整数的乘积 .

证  若α是质代数整数 ,则定理成立 .若α是合代数整数 ,则

α= α1α2 ,

其中α1 ,α2 都不是么数 , 则由 ( 1)及定理 1

N (α) = N (α1 ) N (α2 ) , 1 < N (α1 ) < N (α) , 1 < N (α2 ) < N (α) ,

并且 N (α1 ) , N (α2 ) 都是正整数 , 若 α1 ,α2 还不是质代数整数 , 则
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可仿上法去做 ,由于每经过一次分解 , 因数的范数必然变小 , 而代

数整数的范数都是正整数 , 故最后一定达到所得出的代数因数都

是质代数整数 ,因此定理获证 . 证完

既然 R ( m ) 中每一数 ( 么数及零除外 ) 都能表成质代数整

数的乘积 ,那么我们进一步要问 : 每一代数整数表成质代数整数的

乘积的方法是不是惟一的呢 ? 要回答这个问题 , 我们先解释一下

“表法惟一”的意义 .所谓表法惟一的意义就是 : 若有两种方法把一

代数整数表成质代数整数的乘积 ,则这两个乘积中 , 代数因数的个

数是相同的 ,而两个乘积中的质代数因数是一对一地相伴 .也就是

说 ,把互相相伴的质代数整数看成是相同的 , 但是即令这样去解释

“表法惟一”,上面所提问题的回答仍然是否定的 .我们看

例 3  在 R ( - 5 ) 中 , 6 可以用两种不同的方法表成质代数

整数的乘积 .

证  显然

6 = 2·3 = ( 1 + - 5 ) ( 1 - - 5 ) . ( 2)

  ( i) 由例 2 知 , 2 是 R( - 5 )的质代数整数 ,按照例 2 同样的

方法可以证明 3 也是 R ( - 5 ) 的质代数整数 .今将证 1± - 5

是 R ( - 5 )的质代数整数 .

假定

1 + - 5 = ( a1 + b1 - 5 ) ( a2 + b2 - 5 ) ,

则由 (1 )即得

6 = ( a
2
1 + 5 b

2
1 ) ( a

2
2 + 5 b

2
2 ) .

因为 - 5á 1 ( mod4 ) , 故由§1 定理 3 , a1 , b1 , a2 , b2 都是整数 ,因此

a
2
1 + 5 b

2
1 只能是 1 , 2 , 3 , 6 , 显然 a

2
1 + 5 b

2
1 ≠2 , 3 , 故 a

2
1 + 5 b

2
1 = 1 或

6 .若 a
2

1 + 5 b
2

1 = 1 , 则由定理 1 , a1 + b1 - 5是 R ( - 5 ) 的一个

么数 ,而 a2 + b2 - 5与 1 + - 5相伴 ; 若 a
2
1 + 5 b

2
1 = 6 , 则 a

2
2 +

5 b
2
2 = 1 ,因此 a2 + b2 - 5是么数 ,而 a1 + b1 - 5与 1 + - 5相
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伴 .故 1 + - 5 只能被么数及其相伴数整除 , 即 1 + - 5 是

R ( - 5 ) 的质代数整数 .同法可证 1 - - 5是 R ( - 5 )的质代

数整数 .

( ii) 因为 N ( 2) = 4 , N (3 ) = 9 , N ( 1± - 5 ) = 6 , 故由定理 1

推论 (2 )的两种表示法中质数不能一对一地相伴 .

由 ( i) , ( ii )即得所欲证者 . 证完

例 3 告诉我们在 R ( - 5 ) 中 , 不是每一数都能惟一地 (相伴

的质代数整数看成是相同的 ) 表成质代数整数的乘积 , 但是有的

R ( m )却具有这种性质 ,我们下面将要讨论它 .首先由第一章我

们知道 ,由于在整数里带余式除法成立 , 因此每一整数能惟一地表

成质数的乘积 .因此我们给出下面的

定义  若对于 R ( m ) 里任意两个数 α, β(β≠ 0 ) 来说 , 在

R ( m )里有两数 γ,δ存在 ,并且满足条件

α= γβ+ δ, N (δ) < N (β) ,

则 R ( m ) 叫做有辗转相除法的二次代数整数环 .

由这个定义可以看出 , 若 R ( m ) 是有辗转相除法的 , 则不

难仿照第一章的方法 ,证明有关整数的性质 , 最后得到与算术基本

定理相当的定理 ,即 R( m )中每一个不是么数又不等于零的数

都能够惟一地 (相伴的质代数整数看成是相同的 ) 表成质代数整数

的乘积 .下面我们看一个例子 .

定理 3  R( - 1 )是有辗转相除法的二次代数整数环 .

证  设 α,β是 R ( - 1 ) 中任意两数 , 且 β≠ 0 .因为 - 1 á

1( mod4) ,故 α= a1 + a2 i ,β= b1 + b2 i( i = - 1 ) ,且 b
2

1 + b
2

2 ≠0 .令

γ′=
α
β

, 则

γ′=
a1 b1 + a2 b2

b
2

1 + b
2

2

+
a2 b1 - a1 b2

b
2

1 + b
2

2

i = c′ 1 + c′ 2 i ,
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其中 c1′=
a1 b1 + a2 b2

b
2
1 + b

2
2

, c2′=
a2 b1 - a1 b2

b
2
1 + b

2
2

是有理数 .故存在两个整数

c1 及 c2 满足下列条件

| c1′- c1 | ≤
1
2

, | c2′- c2 |≤
1
2

. ( 3)

令 γ= c1 + c2 i ,δ=α - γβ,则由 ( 1) , ( 3) 两式及§1 定理的推论得

α= γβ+ δ,δ∈ R( - 1 ) ,

    N (δ) S= N (β(γ′- γ) ) = N (β) N (γ′- γ)

= N (β){ ( c1′- c1 )
2

+ ( c2′- c2 )
2
}

≤
2
4

N (β) < N (β)  (因 β≠0 ) .

故定理获证 . 证完

定理 4  若 α是 R ( - 1 )中任一不等于零且不是么数的数 ,

则α能惟一地 (相伴的质数看成相同 ) 表成 R ( - 1 ) 中的质代数

整数的乘积 (证明留给读者 ) .

我们不难证明 : 在 m < 0 的二次代数整数环 R ( m ) 中 , 共

有 5 个是有辗转相除法的 , 即 m = - 1 , - 2 , - 3 , - 7 , - 11 时 ,

R ( m )是有辗转相除法的 , 除此以外 , R ( m ) , m < 0 , 都不是

有辗转相除法的二次代数整数环 .

要想找出一切具有辗转相除法的实二次代数整数环 ( 即

R ( m ) , m > 0)就是一个更困难的问题 .但当 m≡2 或 3 ( mod4)

时 ,还能比较容易地证明 , 只有有限个实二次代数整数环有辗转相

除法 .因此当 m≡1 ( mod4 )时 ,有辗转相除法的实二次代数整数环

是否只有有限个就是一个核心问题 ,这个问题在 1938 年由我国数

学家柯召与两位外国数学家爱多士 ( Erd�s) , 海尔伯朗 ( Heilbron)

予以肯定的回答 , 我国数学家华罗庚与闵嗣鹤先后定出 m 的上

限 .但到 1948 年这个问题就被卡特兰 ( Chatland ) 与德汶普特

(Davenport ) 完全解决了 .结论如下 : 在一切实二次代数整数环
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R ( m )中 ,有辗转相除法的恰有 16 个 ,即

m = 2 , 3 , 5 , 6 , 7 , 11 , 13 , 17 , 19 , 21 , 29 , 33 , 37 , 41 , 57 , 73 .

习   题

1. 证明 : ( i) R ( - 1 )恰有 4 个么数 ; ( ii ) R ( - 3 )共有 6 个么数 ; ( iii )

当 m≠ - 1 , - 3 , 且 m < 0 时 ,则 R ( m )的么数只有±1 .

2. 证明 : 可以用两种不同的方法把 6 表成 R ( 10 )中的质代数整数的

乘积 .

3. 仿照第一章的方法 ,证明定理 4 .

 
*

4. 证明 :若 m 是大于 1 的无平方因数的整数 , 则 R ( m )有无穷多个

么数 .

§3  n 次代数数与超越数

在这一节里我们要证明实 n 次代数数的一个性质 ,再由这个

性质说明一个实际造超越数的方法 .

定理 1  若ξ是一实 n 次代数数 , 则只能找到有限个有理数

p
q
满足

ξ -
p
q

≤
1

q
n + 1 , q > 0 . ( 1)

  证  因为ξ是一个实 n 次代数数 , 故ξ满足一个 n 次整系数

不可约方程

f ( x ) = a0 x
n

+ a1 x
n - 1

+ ⋯ + an = 0 .

设ξ1 ,⋯ ,ξn - 1 是 f ( x ) = 0 的其他的根 , 并令 min ( |ξ1 - ξ| , ⋯ ,

|ξn - 1 - ξ| , 1 ) = ρ, 则ρ> 0 .

( i) 若有理数
p
q

, q > 0 , 满足 (1 ) , 且

p
q

- ξ ≥ ρ .
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则  q≤
1

 
n + 1 ρ

,即 q 有限 .

( ii) 若  0 <
p
q

- ξ < ρ, q > 0 , 即  f
p
q

≠0 ,因此

f
p
q

=
| a0 p

n
+ a1 p

n - 1
q + ⋯ + an q

n
|

q
n ≥

1
q

n . ( 2)

又由中值公式

f
p
q

= f
p
q

- f (ξ) =
p
q

- ξ f′( x ) , ( 3)

其中 x 在
p
q
及ξ之间 ,且 f′( x )≠0 .设

M = max
ξ- ρ≤ x≤ξ+ ρ

| f′( x ) | ,

则由 (2 ) , (3 )两式即得

p
q

- ξ =
| f ( p�/q) |
| f′( x ) |

≥
1

Mq
n .

若
p
q
满足 (1 ) , 则得 q≤ M , 即 q 有限 .

由 ( i) , ( ii )即知当 q 充分大时 ,有理数
p
q
不能满足 (1 ) .显然对

一固定的 q, 只有有限个 p 使得有理数
p
q
满足 ( 1) , 故只有有限个

有理数
p
q

, q > 0 , 满足不等式 ( 1) . 证完

定理 1 提供了一个实际造超越数的方法 , 所谓超越数的意义

如下 :

定义  若 α是一个不是代数数的复数 , 则 α叫做一个超

越数 .    

如果我们找出一个实数α, 对于每一个 n 都有无限多个有理
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数满足 ( 1 ) 式 , 那么由定理 1 ,α不是任何次代数数 , 故 α是超越

数 .要对每一个 n 都有无限个有理数满足 ( 1) 式 , 只要找出一个实

数能用一个有理数列很快地趋近它 ,那么这个实数便是超越数 .我

们看一个例 .

例  ξ = ∑
∞

n = 1

1
10

n ! 是一个超越数 .

证  令  ∑
n

k = 1

1
10

k ! =
pn

qn

.对任一 N ,当 n > N 时 ,

0 <ξ-
pn

qn
= ∑

∞

k = n + 1

1
10

k ! <
2

10
( n + 1 ) ! =

2
q

n + 1

n

<
1

q
N + 1

n

.

故由定理 1 知 ,ξ不是 N 次代数数 , 因而ξ是一个超越数 .

注 :定理 1 通常称为刘维尔 ( J .Liouville ) 定理 , 它说明代数数

不能被有理数很好地逼近 .这个定理于 1908 年由图埃 (A .Thue)

改进为 :若ξ是次数 n≥3 的代数数 ,则不等式

ξ -
p
q

<
1
q
ν .

当ν> ( n�/2 ) + 1 时 , 只能被有限个有理数 p�/q( p , q 互质 ) 满足 .

1921 年西格尔 ( C .L .Siegel ) 证明 : 上述定理当 ν> 2 n时正确 .

1955 年罗思 (K .F .Roth )证明了最好可能的结果 : 对于任何 ν= 2

+ δ,δ> 0 , 上述定理成立 .

人们通常称这个结果为 Thue-Siegel-Roth 定理 .

习   题

1. 证明ξ= ∑
∞

n = 0

1
a

n ! ,其中 a 是大于 1 的整数 ,是一个超越数 .

2. 证明ξ= [1 ,10 ,10
2 !

,⋯ , 10
n !

,⋯ ]是一个超越数 .

§4  e的超越性

在前面我们具体地找出了超越数 , 现在将要证明数 e( 自然对
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数的底 )及π(圆周率 )是超越数 .在此以前我们先证明 e 及π是无

理数 .

定理 1  e 是无理数 .

  证  由数学分析知 ,

e �= 1 +
1

1 !
+

1
2 !

+ ⋯ +
1
n !

+ ⋯ = 1 +
1

1 !
+

1
2 !

+ ⋯ +
1
n !

 +
1

( n + 1) !
1 +

1
n + 2

+
1

( n + 2 ) ( n + 3)
+ ⋯ .

故 n !e = In + Rn , ( 1)

其中 In = n ! 1 +
1

1 !
+

1
2 !

+ ⋯ +
1
n !

是整数 ,而

Rn =
1

n + 1
1 +

1
n + 2

+
1

( n + 2 ) ( n + 3 )
+ ⋯ .

当 n≥2 时 ,

0 < Rn <
1

n + 1
1 +

1
1 !

+
1

2 !
+ ⋯ =

e
n + 1

< 1

( 因 e < 3 ) .若 e 是一有理数 ,设 e =
a
b

, 则当 n > b 时 , ( 1) 式左端是

整数 ,而右端不是整数 , 这是一个矛盾 ,故 e 是无理数 . 证完

在证明π是无理数之前 , 我们先证明

引理  若 a 是一正常数 , 则当 n 趋向无穷大时 ,
a

n

n !
趋近于零 .

证  当 n > 2 a 时 ,

a
n

n !
=

a
1
·

a
2
⋯

a

2 [ a] + 1
·

a

2 [ a] + 2
⋯

a
n

< M
1
2

n - ( 2 [ a ] + 1 )

,

其中 M =
a
1
·

a
2
⋯

a

2[ a] + 1
是一正常数 .任给ε> 0 , 易见当 n 充分

大时 M
1
2

n - 2 [ a ] - 1

<ε,因而

a
n

n !
< ε .
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故引理获证 . 证完

定理 2 π是无理数 .

  证 ( i) 设 f ( x ) 是任一 2 n 次多项式 ,我们先证明

∫
η

0
f ( x ) sin xd x = [ F′( x ) sin x - F( x )cos x ]

η

0 , ( 2)

其中

 F( x ) = f ( x ) - f
( 2 )

( x ) + f
( 4 )

( x ) + ⋯ + ( - 1)
n
f

( 2 n)
( x ) .

因为由分部积分法 , 对任一具有一次及二次的连续导数的函数

φ( x ) 来说 ,

∫
η

0
φ( x ) sin xd x = [φ′( x ) sin x - φ( x ) cos x ]

η
0

-∫
η

0
φ

( 2 )
( x ) sin xd x . ( 3)

今对多项式 f ( x ) 应用 ( 3) 式 n + 1 次即得

 ∫
η

0
f ( x ) sin xd x = [ { f′( x ) - f

( 3 )
( x ) + f

( 5 )
( x ) + ⋯

  + ( - 1 )
( n - 1 )

f
( 2 n - 1 )

( x ) + ( - 1 )
n
f

( 2 n + 1 )
( x ) }sin x

  - { f ( x ) - f
( 2 )

( x ) + f
( 4 )

( x ) + ⋯

  + ( - 1 )
n
f

( 2 n )
( x )}cos x ]

η

0 + ( - 1)
n + 1∫

η

0
f

( 2 n + 2 )
( x ) sin xd x .

因 f ( x ) 是 2 n 次多项式 ,故 f
( 2 n + 1 )

( x ) = f
( 2 n + 2 )

( x ) = 0 , 由上式即

得 (2 ) .

在 (2 ) 中令 η = π即得

∫
π

0
f ( x ) sin xd x = F(π) + F( 0) . ( 4)

( ii) 假定π是有理数 ,设π =
a
b

, 今证适当地选择 f ( x ) 以后

(4 ) 式不可能成立 ,我们取

f ( x ) =
x

n
( a - bx )

n

n !
, ( 5)

其中 n 是满足条件
π

n + 1
a

n

n !
< 1 ( 6)
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的正整数 (由引理知 , 这种 n 是存在的 ) ,则 f ( x ) 有下列性质 :

(a ) f ( x ) , f′( x ) ,⋯ , f
( n - 1 )

( x ) 当 x = 0 ,
a
b

时都等于 0;

( b) f
( n )

( x ) , f
( n + 1 )

( x ) , ⋯ , f
( 2 n )

( x ) 都是整系数多项式 , 且当

x = 0 ,
a
b

时是整数 .

要证 (a ) , 首先我们由 (5 ) 可以看出 f ( x ) 的每一项的次数 ≥

n , 因此 f
( j )

( x ) ( j = 0 , 1 , ⋯ , n - 1) 都是没有常数项的多项式 , 故

f
( j )

( 0) = 0 .又 f
a
b

- x = f ( x ) ,故 f
( j ) a

b
- x = f

( j )
( x ) , 因

而 , f
( j ) a

b
= 0 .

要证 ( b) , 可以看 x
k
的 n + ν次导数 ,当 k < n + ν时 , 导数是

0 , 当 k ≥ n + ν,ν≥ 0 时 ,导数是

k( k - 1 )⋯ ( k - ( n + ν) + 1) x
k - ( n + ν)

,

它的系数是 ( n +ν) !的倍数 , 因而是 n !的倍数 .故 f
( j )

( x ) ( j≥ n)

是整系 数 多项 式 , 由此 即 知 f
( j )

( 0) 是整 数 , 又 f
( j )

( x ) =

f
( j ) a

b
- x , 故 f

( j ) a
b

是整数 .

由 (a ) , ( b) 立刻知道 F
a
b

+ F( 0) 是整数 .另一方面 , 当 0 <

x <
a
b

= π时 ,

0 < f ( x ) sin x <
π

n
a

n

n !
. ( 7)

故由 ( 4) , F(π) + F(0 ) 是正整数 , 即 F(π) + F(0 ) ≥ 1 .但由 (7 ) ,

(6 )

∫
π

0
f ( x ) sin xd x <

π
n + 1

a
n

n !
< 1 ,

这与 (4 ) 式矛盾 ,故π不能是有理数 . 证完

现在我们证明
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定理 3 e 是超越数 .

证 ( i ) 当 f ( x ) 是任一 n 次多项式时 , 我们可以用分部积分

法证明

F( b) = e
b
F(0 ) - e

b∫
b

0
f ( x )e

- x
d x , ( 8)

其中   F( x ) = f ( x ) + f′( x ) + ⋯ + f
( n )

( x ) . ( 9)

这是因为由分部积分法 , 对任一有连续导数的函数 φ( x ) 来

说 ,

  ∫
b

0
φ( x ) e

- x
d x = - [φ( x ) c

- x
]

b

0 +∫
b

0
φ′( x ) e

- x
d x . (10)

对多项式 f ( x ) 应用 ( 10 ) 式 n + 1 次即得

∫
b

0
f ( x )e

- x
d x = - [{ f ( x ) + f′( x ) + ⋯ +

f
( n )

( x )}e
- x

]
b
0 +∫

b

0
f

( n + 1 )
( x )e

- x
d x .

由于 f ( x ) 是 n 次多项式 ,可知 f
( n + 1 )

( x ) = 0 ,因而

∫
b

0
f ( x )e

- x
d x = - [e

- x
F( x ) ]

b
0 = - e

- b
F( b) + F(0 ) ,

故 (8 ) 式获证 .

( ii) 假定 e 是代数数 , 则 e 满足某一个整系数代数方程 :

Cm x
m

+ Cm - 1 x
m - 1

+ ⋯ + C0 = 0 ,

其中 C0 ≠ 0 .由 ( 8) 即得

∑
m

k = 0

Ck F( k ) �= F(0 )∑
m

k = 0

Ck e
k

- ∑
m

k = 0

Ck e
k∫

k

0
f ( x )e

- x
d x

= - ∑
m

k = 0

Ck e
k∫

k

0
f ( x ) e

- x
d x . (11)

因此我们只要证明在适当地选择 f ( x ) 之后 , ( 11 ) 式不成立就

够了 .   

( iii) 令
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f ( x ) =
1

( p - 1 ) !
x

p - 1
( x - 1)

p
⋯ ( x - m )

p

其中 p 是大于 m 及 C0 的质数 , 则 f ( x ) 具有下述性质 :

(a ) f ( x ) , f′( x )′,⋯ , f
( p - 1 )

( x ) 当 x = 1 ,2 ,⋯ , m 时都等于

零 ;

( b) f
( p)

( x ) , f
( p + 1 )

( x ) ,⋯ , f
( ( m + 1 ) p - 1 )

( x ) 各多项式的系数都

是整数 ,并且可以被 p 整除 .

由于 ( x - h)
p

| f ( x ) , h = 1 ,2 ,⋯ , m , 故 f ( x ) , ⋯ , f
( p - 1 )

( x )

都被 x - h整除 , 因而 f ( x ) 有性质 ( a) .要证 ( b) , 可以看 x
k
的 p +

ν次导数 .当 k < p + ν时 , 导数是零 ;当 k ≥ p + ν(ν≥ 0 ) 时 , 导

数是

k ( k - 1 )⋯ ( k - ( p + ν) + 1) x
k - ( p + ν)

,

其系数是 ( p + ν) !的倍数 , 因而是 ( p - 1) !的倍数及 p 的倍数 .

从 (a ) 及 ( b) 可知

F(1 ) , F(2 ) ,⋯ , F( m )

都是整数 ,并且是 p 的倍数 , 现在看 F(0 ) ,我们知道

F( 0) = f ( 0) + f′(0 ) + ⋯ + f
( p - 2 )

(0 ) + f
( p - 1 )

(0 ) +

f
( p )

( 0) + ⋯ + f
( ( m + 1 ) p - 1 )

(0 ) ,

而上式右端前 p - 1 项是 0 (因为 f ( x ) 的各项次数都不低于 p -

1) , 从 p + 1 项 以 后 都 是 p 的 倍 数 , 而 f
( p - 1 )

(0 ) 是

( ( - 1)
m

m !)
p
x

p - 1

( p - 1 ) !
的第 p - 1 级导数 , 即

f
( p - 1 )

( 0) = ( ( - 1 )
m

m !)
p

.

故 F(0 ) ≡ ( ( - 1)
m

m !)
p
( mod p) , 从而

∑
m

k = 0

Ck F( k ) ≡ C0 F(0 ) ≡ ( ( - 1)
m

m !)
p
C0 ( mod p ) .

但 p > m , p > C0 , 而 p 是质数 ,因此 p   ( - 1 )
m

m !C0 ,

∑
m

k a= 0

Ck F( k ) á 0 ( mod p ) . (12)
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下面要证明当 p 充分大时 ,

- ∑
m

k = 0

Ck e
k∫

k

0
f ( x )e

- x
d x < 1 . (13)

当 x 从 0 变到 m 时 , f ( x ) 的每一因数 x - h , h = 0 , 1 , ⋯ , m 的

绝对值都不超过 m , 因此

| f ( x ) | ≤
1

( p - 1 ) !
m

( m + 1 ) p - 1
, 0 ≤ x ≤ m .

故由积分性质即得 :当 0 ≤ k ≤ m 时 ,

     ∫
k

0
f ( x )e

- x
d x

    ≤∫
k

0
| f ( x ) | e

- x
d x ≤

m
( m + 1 ) p - 1

( p - 1 ) !∫
k

0
e

- x
d x <

m
( m + 1 ) p - 1

( p - 1 ) !
.

令  M = | C0 | + | C1 | + ⋯ + | Cm | , 则

∑
m

k = 0

Ck e
k∫

k

0
f ( x )e

- x
d x ≤ ∑

m

k = 0

Ck e
k∫

k

0
f ( x )e

- x
d x

< ∑
m

k = 0

| Ck | e
m m

( m + 1 ) p - 1

( p - 1) !
= Me

m m
( m + 1 ) p - 1

( p - 1 ) !
.

由引理知 ,当 p → ∞ 时 , Me
m m

( m + 1 ) p - 1

( p - 1) !
趋近于零 .故当 p 充分大

时 , (13) 式成立 ,由 ( 12 ) , (13) 即知 ( 11 ) 式不成立 .故 e 是超越数 .

证完

*
§5  π的超越性

π的超越性的证明与 e 的超越性的证明极为相似 , 不过更加复

杂而已 .在证明π是超越数之前 ,我们先证明

引理 设整系数代数方程

ax
m

+ a1 x
m - 1

+ ⋯ + am = 0 , m ≥ 1 , a ≠ 0 ( 1)

的根是 ω1 ,ω2 , ⋯ ,ωm ,而 α1 ,α2 ,⋯ ,αn 代表

ω1 ,ω2 , ⋯ ,ωm ,ω1 + ω2 , ω1 + ω3 ,⋯ , ωm - 1 + ωm ,⋯ ,
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ω1 + ω2 + ⋯ + ωm ( 2)

中所有不等于零的数 ,则 aα1 , aα2 ,⋯ , aαn 的每一整系数对称多项

式是整数 .

证 (2 ) 中共有

m

1
+

m

2
+ ⋯ +

m

m
= 2

m
- 1

个数 ,今以

α1 ,α2 , ⋯ ,αn ,αn+ 1 ,⋯ ,α2
m

- 1 ( 3)

表示它们 ,则αn + 1 = αn + 2 = ⋯ = α2
m

- 1 = 0 .设 f ( aα1 , aα2 ,⋯ , aαn )

是 aα1 , aα2 , ⋯ , aαn 的任一整系数对称多项式 , 则由对称多项式的

基本定理知 , f ( aα1 , aα2 ,⋯ , aαn ) 能表成 aα1 , aα2 ,⋯ , aαn 的初等

对称多项式的整系数多项式 ,而 aα1 , aα2 , ⋯ , aαn 的初等对称多项

式即为 aα1 , aα2 ,⋯ , aαn , aαn + 1 , ⋯ , aα2
m

- 1 的初等对称多项式 ,因而

是 aω1 , aω2 ,⋯ , aωm 的对称多项式 .故 f ( aα1 , aα2 ,⋯ , aαn ) 能表成

σ1 = ∑
m

i = 1

aωi ,σ2 = ∑
i≠ j

( aωi ) ( aωj ) , ⋯ ,σm = ( aω1 ) ( aω2 )⋯ ( aωm )

的整系数多项式 , 但σ1 = - a1 ,σ2 = aa2 , ⋯ ,σm = ( - 1 )
m

a
m - 1

am 都

是整数 ,故 f ( aα1 , aα2 , ⋯ , aαn ) 是整数 . 证完

定理 π是超越数 .

证 ( i) 假定π是代数数 ,则存在下列形式的等式

d0π
m′

+ d1π
m′- 1

+ ⋯ + dm′ = 0 , d0 ≠ 0

其中 d0 , d1 , ⋯ , dm′是整数 ,因此

{ d0 ( iπ)
m′

- d2 ( iπ)
m′- 2

+ ⋯} +

i{ d1 ( iπ)
m′- 1

- d3 ( iπ)
m′- 3

+ ⋯} = 0 ,

即 ( d0 ( iπ)
m′

- d2 ( iπ)
m′- 2

+ ⋯ )
2

+

( d1 ( iπ)
m′- 1

- d3 ( iπ)
m′- 3

+ ⋯ )
2

= 0 ,

亦即 iπ是一代数数 (因为 d
2
0 ≠ 0) , 设 iπ满足整系数代数方程

ax
m

+ a1 x
m - 1

+ ⋯ + am = 0 , a > 0 ,
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其根为 ω1 = iπ,ω2 , ⋯ ,ωm .由于 1 + e
ω

1 = 1 + e
iπ

= 0 ,故

( 1 + e
ω

1 ) ( 1 + e
ω

2 ) ⋯ (1 + e
ω

m ) = 0 .

乘开即得

C + ∑
n

k = 1

e
α

k = 0 , C > 0 , ( 4)

其中α1 ,α2 ,⋯ ,αn 即为引理所定义的各数 , 而 C - 1 即为 ( 2) 中等

于零的数的个数 .

( ii) 设 f ( x ) 是任一 l 次多项式 , 由于 e
- x

及 f ( x ) 在整个复数

平面上解析 ,故上节中的 ( 8) 式对αk ( k = 1 ,2 ,⋯ , n ) 仍然成立 , 即

F(αk ) = e
α

kF( 0) - e
α

k∫
α

k

0
f ( x )e

- x
d x ,

其中 F( x ) = f ( x ) + f′( x ) + ⋯ + f
( l )

( x ) ,

积分路线可取 0 到αk 的直线 ,由 (4 ) 即得

CF( 0) + F(α1 ) + ⋯ + F(αn ) = - ∑
n

k = 1

e
α

k∫
α

k

0
f ( x ) e

- x
d x , ( 5)

现在只要证明在适当选择 f ( x ) 之后 , (5 ) 式不成立就够了 .

( iii) 令

f ( x ) =
1

( p - 1) !
( ax )

p - 1
{ ( ax - aα1 ) ( ax - aα2 )⋯ ( ax - aαn ) }

p
,

其中 p > max( a , C, | a
n
α1α2 ⋯αn | ) ,由引理知 ( p - 1 ) ! f ( x ) 是

ax 的整系数多项式 , 同上节定理 3 的证明一样 , f ( x ) 具有下述

性质 :    

(a ) f ( x ) , f′( x ) ,⋯ , f
( p - 1 )

( x ) 当 x = α1 ,α2 , ⋯ ,αn 时都等

于零 ;    

( b) f
( p )

( x ) , f
( p + 1 )

( x ) ,⋯ , f
( ( n + 1 ) p - 1 )

( x ) 都是 ax 的整系数多

项式 ,并且这些系数都被 p 整除 .

由 (a ) 即得

F(αk ) = f
( p)

(αk ) + f
( p + 1 )

(αk ) + ⋯ + f
( ( n + 1 ) p - 1 )

(αk ) .

由 ( b) , F(αk ) 可以写成 aαk 的整系数多项式 , 并且系数都是 p的倍
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数 ,即

F(αk ) = p∑
n p - 1

t = 0

bt ( aαk )
t

.

故

F(α1 ) + F(α2 ) + ⋯ + F(αn ) = p∑
n p - 1

t = 0

bt ∑
n

k = 1

( aαk )
t

.

由引理知∑
n

k = 1

( aαk )
t

( t = 0 , 1 , ⋯ , np - 1 ) 都是整数 .故∑
n

k = 1

F(αk )

是整数 ,且

∑
n

k = 1

F(αk ) ≡ 0 ( mod p) .

仿照上节定理 3 的证明也可以得到 F(0 ) ≡ ( - 1 )
pn

a
p - 1

( aα1·

aα2 ⋯ aαn )
p
( mod p) .故

CF( 0) + F(α1 ) + ⋯ + F(αk )

   ≡ Ca
p - 1

( ( - 1 )
n
aα1 · aα2 ⋯ aαn )

p
( mod p) ,

但 p > max( a , C , | aα1 · aα2 ⋯ aαn | ) ,因此 , ( p , a) = ( p , C) =

( p , aα1 · aα2 ⋯ aαn ) = 1 , p   Ca
p - 1

( ( - 1)
n
aα1 · aα2 ⋯ aαn )

p
, 故

CF( 0) + F(α1 ) + ⋯ + F(αn ) á 0( mod p) . ( 6)

另一方面 , 设 M = max( | α1 | , | α2 | , ⋯ , | αn | ) ,则当 | x | ≤

M 时 ,

| f ( x ) |≤
| a |

( n + 1 ) p - 1
M

p - 1
(2 M )

np

( p - 1) !
,

| e
- x

| ≤ e
| x |

≤ e
M

.

故 ∫
α

k

0
f ( x ) e

- x
d x ≤

2
n p

a
( n + 1 ) p - 1

M
( n + 1 ) p

( p - 1 ) !
e

M
,

因积分路线的长是 | αk | ≤ M .由此得
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∑
n

k = 1

e
α

k∫
α

k

0
f ( x )e

- x
d x ≤ 2

np
a

( n + 1 ) p - 1
ne

2 M M
( n + 1 ) p

( p - 1) !
.

由上节引理知 , 当 p→ ∞ 时 ,上式右边趋近于零 , 即当 p 充分大时

∑
n

k = 1

e
α

k∫
α

k

0
f ( x )e

- x
d x < 1 . ( 7)

由 (6 ) 及 ( 7) 即知 ( 5) 不成立 , 故π是超越数 . 证完

利用π的超越性 , 我们可以证明所谓几何三大问题之一即“化

圆为方”不可能 , 确切地说 , 就是对任意给定的圆 , 不可能用圆规

直尺作出一个正方形 , 使得这个正方形的面积恰好等于给定圆的

面积 .其实我们可取一个半径是 1 的圆 ,那么这个圆的面积是π .我

们只要证明不能用圆规直尺作出一个线段 ,使它的长 x 满足条件

x
2

= π, 即 x = π

就够了 .由初等几何我们知道一个线段能用圆规直尺作出的充分

与必要条件是这个线段的长能够用给定的线段的长实行加 , 减 ,

乘 ,除及 ( 正数 ) 开平方五种运算得出 .现在我们给定的线段只有

圆的半径 ,它的长是 1 .但用 1 实行加 , 减 , 乘 , 除及 ( 正数 ) 开平方

五种运算只能得出代数数 , 不能得出超越数 π来 (因为由π是超越

数 ,很容易证明 π是超越数 ) .故我们提出的问题已经解决了 .

在 1900 年希尔伯特提出下面的问题 :当β是代数数而不是有

理数 ,α是代数数而不等于 0 与 1 时 ,α
β
是否一定是超越数 .希尔伯

特当时认为这个问题比费尔马问题还要困难 .但在 1934 年盖立方

(Гельфонд) 与史耐得 ( Schneider) 互相独立地证明了α
β
的超越性 .

由此可以推出 e
π
是超越数 ( 因为 e

π
= ( - 1)

- i
) .

根据现代的知识 ,除了上述结果以外 , 我们可以证明

sin 1 , log 2 ,
log 3
log 2

,

是超越数 , 但是还不知道 α
e
,α

π
,π

e
及欧拉常数 γ = lim

n→ ∞
1 +

1
2
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+ ⋯ +
1
n

- log n 之中哪些是超越数 .我们对于超越数的知识

还是很贫乏的 ,我们甚至不知道 γ是不是无理数 .

习   题

1. 证明 sin 1 是无理数 .

  * 2.( i ) 证明
log 3
log 2

是无理数 ,

 ( ii) 应用盖立方的结果证明
log 3
log 2

是超越数 .
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第九章  数论函数与质数分布

在前几章里 ,我们曾经个别提出了若干在数论里常用的函数 .

如欧拉函数 ,勒让得符号 , 雅可比符号 , 特征函数 , [ x ] , { x} .这些

函数 ,都可以叫做数论函数 .所谓数论函数一般是指在整数 (或正

整数 ) 上有确定的值的函数 .本章将要更进一步地讨论几种数论

函数 ,还要简单地讨论一下质数在自然数列中的分布情况 , 即质数

分布问题 .

§1 可 乘 函 数

定义 若 f ( x ) 是在一切正整数上都有定义的函数 , 并且具

有下述两个性质 :

( i) 有一正整数 a 使得函数值 f ( a) ≠ 0;

( ii) 对于任意两个互质的正整数 a1 , a2 来说 ,

f ( a1 a2 ) = f ( a1 ) f ( a2 ) ( 1)

则 f ( x ) 叫做可乘函数 .

例 1 函数

Δ( a) =
1 , 若 a = 1;

0 , 若 a ≠ 0 .

是一可乘函数 .

例 2 若λ是任一给定的复数 ,则

Eλ( a) = a
λ

是一可乘函数 .

例 3 默比乌斯 ( Mo¨bius) 函数
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μ( a) =

1 ,   若 a = 1;

( - 1)
r
,若 a 是 r 个不同质数的乘积 ;

0 ,   若 a 被一质数的平方整除

是一可乘函数 .

证 由默比乌斯函数 μ( a) 的定义知 , 它满足 ( i) .今设 a1 , a2

是任意两个互质的正整数 .若其中有一数是 1 , 若其中有一数能被

质数平方整除 , 则 ( 1) 式显然成立 .假定 a1 = p1 p2 ⋯ pr , a2 =

q1 q2 ⋯ qs ; 其中 p1 , p2 , ⋯ , pr 两两不同 , q1 , q2 , ⋯ , qs 亦然 , 由于

( a1 , a2 ) = 1 ,故 pi ≠ qj .因此由定义

μ( a1 a2 ) = ( - 1 )
r + s

= ( - 1 )
r
( - 1 )

s
= μ( a1 )μ( a2 ) .

故 μ( a) 是一可乘函数 . 证完

极易算出

μ(1 ) = 1 ,  μ( 2) = - 1 , μ( 3) = - 1 , μ( 4) = 0 ,

μ(5 ) = - 1 ,μ(6 ) = 1 , μ( 7) = - 1 , μ( 8) = 0 ,

μ(9 ) = 0 ,  μ( 10 ) = 1 , μ(11) = - 1 ,⋯ .

例4 欧拉函数φ( a) 是一个可乘函数 ( 参考第三章§3 定理

4 推论 ) .

例 5 模 m 的特征函数是一个可乘函数 ( 参考第六章 §5 定

理 2) .

例 6 令 r ( a) 表示不定方程

a = x
2

+ y
2

的整数解的个数 ,则 r( a) 不是可乘函数 .因为 r( 2) = 4 , r( 5) =

8 , 但 r (10) = 8 .

例7 令π( x ) 表示不超过 x 的质数的个数 ,则π( x ) 不是可

乘函数 .因为 π(2 ) = 1 ,π( 3) = 2 , 但 π( 6) = 3 .

我们现在初步地讨论一下可乘函数的基本性质 .首先我们很

容易得知 :若 f ( x ) 是可乘函数 ,则 f (1 ) = 1 .因为由定义可以取

一正整数 a ,使得 f ( a) ≠ 0 ,由 ( ii ) 知 f ( a) = f ( 1) f ( a) .故 f ( 1)
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= 1 ,其次我们证明

定理1 若 f1 ( x ) , f2 ( x ) 是任意两个可乘函数 ,则函数 f ( x )

= f1 ( x ) f2 ( x ) 是可乘函数 .

证 因为 f (1 ) = f 1 (1 ) f2 ( 1) = 1 , 故 f ( x ) 具有性质 ( i) .若

a1 , a2 是任意两个互质的正整数 ,则由假设及 ( ii ) 即得

f ( a1 a2 ) �= f1 ( a1 a2 ) f2 ( a1 a2 ) = f1 ( a1 ) f1 ( a2 ) f2 ( a1 ) f2 ( a2 )

= f1 ( a1 ) f 2 ( a1 ) f 1 ( a2 ) f2 ( a2 ) = f ( a1 ) f ( a2 ) .

故 f ( x ) 具有性质 ( ii ) , 即 f ( x ) 是可乘函数 . 证完

定理2 若 f ( x ) 是一可乘函数 , 而正整数 a 的标准分解式是

a = p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k ,则

∑
 

d | a

f ( d) = ∏
k

i = 1

(1 + f ( pi ) + f ( p
2
i ) + ⋯ + f ( p

α
i

i ) ) , ( 2)

其中∑
 

d | a

表示展布在 a 的一切正因数上的和式 .

证 由第一章 §4 推论 3.2 知 , a 的一切正因数是

p
β

1
1 p

β
2

2 ⋯ p
β

k
k ,βi = 0 , 1 , 2 , ⋯ ,αi , i = 1 , 2 ,⋯ , k ,

故得

∑
 

d | a

f ( d) �= ∑
α

1

β
1

= 0
∑
α

2

β
2

= 0

⋯∑
α

k

β
k

= 0

f ( p
β

1
1 p

β
2

2 ⋯ p
β

k
k )

= ∑
α

1

β
1

= 0
∑
α

2

β
2

= 0

⋯∑
α

k

β
k

= 0

f ( p
β

1
1 ) f ( p

β
2

2 ) ⋯ f ( p
β

k
k )

= ∏
k

i = 1

( f ( p
0
i ) + f ( pi ) + f ( p

2
i ) + ⋯ + f ( p

α
i

i ) ) .

而 f ( p
0
i ) = f ( 1) = 1 , 故得定理 . 证完

由例 2 及定理 2 立刻得到

推论 2.1 若 a = p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k 是 a 的标准分解式 , 则
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∑
 

d | a

d
λ

= ∏
k

i = 1

(1 + p
λ
i + p

2λ
i + ⋯ + p

α
i
λ

i ) ;

特别地 ,若以 S( a) 表示 a 的因数和 , 则

 S( a) = ∏
k

i = 1

( 1 + pi + p
2
i + ⋯ + p

α
i

i ) = ∏
k

i = 1

p
α

i
+ 1

- 1
pi - 1

;

若以τ( a) 表示 a 的因数的个数 ,则

τ( a) = (α1 + 1) (α2 + 1 )⋯ (αk + 1) . ( 3)

τ( a ) 叫做除数函数 ,由 ( 3) 极易证明τ( a) 是一个可乘函数 .

又由定理 1 , 2 及例 3 可以看到

推论 2.2 若 f ( x ) 是一可乘函数 , a = p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k 是 a 的标

准分解式 ,则

∑
 

d | a

μ( d ) f ( d ) = (1 - f ( p1 ) ) (1 - f ( p2 ) )⋯ (1 - f ( pk ) ) .

证 由定理 1 知 μ( x ) f ( x ) 是可乘函数 ,由定理 2 ,即得

∑
 

d | a

μ( d ) f ( d ) = ∏
k

i = 1

( 1 + μ( pi ) f ( pi ) +

μ( p
2
i ) f ( p

2
i ) + ⋯ + μ( p

α
i

i ) f ( p
α

i
i ) ) ,

因为 μ( p
2
i ) = ⋯ = μ( p

α
i

i ) = 0 ,μ( pi ) = - 1 ( i = 1 ,2 ,⋯ ,

k) .故推论获得 . 证完

在推论 2.2 中 ,分别令 f ( x ) = 1 , f ( x ) =
1
x

,则得

推论 2.3 若 a = p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k 是 a 的标准分解式 , 则

∑
 

d | a

μ( d ) =
0 , 若 a > 1;

1  若 a = 1 .
( 4)

∑
 

d | a

μ( d )
d

=
1 -

1
p1

1 -
1
p2

⋯ 1 -
1
pk

, 若 a > 1 ;

1 ,             若 a = 1 .

( 5)

关于默比乌斯函数 ,我们还可以证明
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定理 3 若δ1 ,δ2 ,⋯ ,δn 是 任 意 n 个 正 整 数 , f (δ1 ) ,

f (δ2 ) , ⋯ , f (δn ) 是任意 n 个复数 ,

S′= ∑
 

δ
i

= 1

f (δi ) , Sd = ∑
 

d | δ
i

f (δi ) ,

其中∑
 

δ
i

= 1

表示展布在等于 1 的一切δi 上的和式 ,∑
 

d | δ
i

表示对于给定

的 d 展布在是 d 的倍数的一切δi 上的和式 .则

S′= ∑
r

k = 1

μ( dk ) Sd
k
,

其中 d1 , d2 , ⋯ , dr 是至少能整除一个δi 的一切正整数 .

证 由推论 2.3 得

S′= f (δ1 )∑
 

d | δ
1

μ( d) + f (δ2 )∑
 

d |δ
2

μ( d) + ⋯ + f (δn )∑
 

d | δ
n

μ( d) .

( 6)

对于 dk 来说 , 至 少有 一 δi 能被 dk 整除 , 即 在 ( 6) 右 端 有

f (δi )μ( dk ) 出现 ,把一切这样的项取出来相加即得

μ( dk )∑
 

d
k

| δ
i

f (δi ) = μ( dk ) Sd
k
,

由于 d1 , d2 , ⋯ , dr 是至少能整除一个δi 的一切正整数 , 故

μ( d1 ) Sd
1
,μ( d2 ) Sd

2
, ⋯ ,μ( dr ) Sd

r

刚好包含着 (6 ) 式右端出现的一切项 ,即 S′= ∑
r

k = 1

μ( dk ) Sd
k

.

证完

这个定理是很有用的 ,为了帮助读者能更好地掌握它 .我们应

用这个定理来重新证明第三章 §3 定理 5 .

我们令δx = ( x , a) , f (δx ) = 1 , x = 0 , 1 ,⋯ , a - 1 , 则由欧拉

函数及定理 3 中 S′的定义即知 S′= φ( a) , 而 Sd 是满足条件

d | ( x , a) 的 x 的个数 .若 d 至少能整除一个δx ,则 d | a , 而 Sd 是
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0 , 1 , ⋯ , a - 1 能被 d 整除的数的个数 , 即 Sd =
a
d

=
a
d

(因 d |

a) .反之对 a 的每一正因数 d 来说 , 一定有一δx 能被 d 整除 .故由

定理 3 得

φ( a) = ∑
 

d | a

μ( d )
a
d

= a∑
 

d | a

μ( d )
d

.

由推论 2 , 3 即得

φ( a) = a 1 -
1
p1

1 -
1
p2

⋯ 1 -
1
pk

.

这就是第三章 §3 定理 5 .

习   题

1. 设 f ( x ) 是一个可乘函数 ,证明 F ( x ) = ∑
 

d | x

f ( d) 也是一个可乘函数 .

由此说明 S ( a) ,τ( a) 是可乘函数 .

2. 设 f ( x ) 是一个定义在一切正整数的函数 ,并且 F ( x ) = ∑
 

d | x

f ( d) 是

一个可乘函数 , 证明 f ( x ) 是可乘函数 .

3. 证明 ∑
 

d | a

φ( d) = a .

4. 试计算和式 ∑
m

x = 1
( x , m) = 1

x2 .

5. f ( x ) 是任一函数 ,并且

g( a) = ∑
 

d | a

f ( d) ,

试证 f ( a) = ∑
 

d | a

μ
a
d

g( d) = ∑
 

d | a

μ( d) g
a
d

.

6. 设 f ( x ) 是任一函数 ,并且

f ( a) = ∑
 

d | a

μ
a
d

g( d ) ,

证明 g( a) = ∑
 

d | a

f ( d) .
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7. 设 F( x ) , G( x ) 是定义在实数上的两个函数 ,并且对于任何不小于 1

的实数 x 来说 ,

G( x ) = ∑
[ x ]

n = 1

F
x
n

,

则 F( x ) = ∑
[ x]

n = 1

μ( n) G
x
n

;

反之亦然 .

§2  π( x) 的估值

我们以π( x ) 表不超过 x 的质数的个数 , 由第一章 §4 定理 4

知道 : 当 x → ∞ 时 ,π( x ) → ∞ .在这一节里 ,我们将要证明 π( x )

与
x

log x
是同阶的无穷大 , 即存在两个正数 A1 及 A2 , 使得不等式

A1
x

log x
< π( x ) < A2

x
log x

 ( x ≥ 2)

成立 .这就是古典的质数论中著名的切比雪夫 (Чебышев) 不

等式 .   

在证明上述结果之前 , 我们先来看一下正整数列中质数分布

的情况 .首先我们有

定理 1 设 K 是任一大于 2 的正整数 ,则在正整数列中一定

有两个相邻的质数 p 与 p′( p′< p) 使得 p - p′≥ K .

证 令 K ! + 2 = M ,则 2 | M , 2 + 1 | M + 1 , ⋯ , K | M + K

- 2 , 又 M > 2 , M + 1 > 3 , ⋯ , M + K - 2 > K , 故 M ,

M + 1 , ⋯ , M + K - 2 都是合数 .设 p′是不超过 M 的最大质数 ,

则大于 p′而与 p′相邻的质数 p 必大于 M + K - 2 .因此 p′≤ M

- 1 , p ≥ M + K - 1 .故

   p - p′≥ ( M + K - 1 ) - ( M - 1) = K . 证完

因为 K 可以任意大 , 因此由定理知道相邻质数间的“距离”可

以无限增大 .另一方面 , 我们知道存在着下列的质数对 :

3 , 5 ;  5 , 7 ;  11 ,13;  17 ,19;  29 ,31;  41 ,43; ⋯
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  这些质数对都是正整数列中的相邻质数 , 并且它们之间的

“距离”都是 2 ,我们现在已经知道

1 000 000 009 649 ,  1 000 000 009 651

还是这样的质数对 .这就告诉我们 , 很可能这样的质数对有无穷多

个 ,也就是说在充分大的质数中 , 很可能总有两个相邻质数 p 及 p′

使 p - p′= 2 .

由以上事实可以看出在正整数列中 , 质数分布的细致情况是

不规则的 .但从整个数列的角度去研究质数的个数 , 又却具有一定

的规律性 , 在这方面首先就有切比雪夫不等式 .我们用式子把

π( x ) 表示如下 :

π( x ) = ∑
p≤ x

1 .

在证切比雪夫不等式以前 ,我们先证明下面两个引理 :

引理 1 若 n 是任一正整数 ,

N =
( 2 n ) !
( n !)

2 ,

则 (π( 2 n) - π( n) ) log n ≤ log N ≤ π( 2 n) log2 n .

证 设

N = ∏
p≤ 2 n

p
α

p

是 N 的标准分解式 , 则由第一章 §5 定理知

αp = ∑
∞

r = 1

2 n
p

r - 2∑
∞

r = 1

n
p

r = ∑

log2 n
log p

r = 1

2 n
p

r - 2
n
p

r ,

因为当 r >
log2 n
log p

时 , p
r

> 2 n > n .易见

αp ≤ ∑

log2 n
log p

r = 1

  1 =
log2 n
log p

≤
log2 n
log p

,

故

log N = ∑
p≤ 2 n

αp log p ≤ ∑
p≤2 n

log2 n = π( 2 n) log2 n .
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另一方面 , 若 n < p ≤ 2 n , 则 p | (2 n ) !, ( p , ( n !)
2
) = 1 , 因

而 p | N , 故

N ≥ ∏
n < p≤2 n

p .

将此式取对数即得

log N ≥ ∑
n < p≤ 2 n

log p > log n ∑
n < p≤ 2 n

1 = (π(2 n ) - π( n ) ) log n ,

因此引理获证 . 证完

现在来估计 log N .此即

引理 2 若 n , N 的假设如引理 1 ,则

nlog2 ≤ log N ≤ 2 nlog2 .

证 因为 N 是 ( 1 + x )
2 n

的展开式中 x
n
的系数 , 故

N ≤ ( 1 + 1 )
2 n

= 2
2 n

.

另一方面 ,

N =
2 n(2 n - 1)⋯ ( n + 1)

n !
= 2 2 +

1
n - 1

⋯ 2 +
n - 1

1
≥ 2

n
.

将上两式取对数即得引理 . 证完

  定理 2 当 x ≥ 2 时 ,

0.2
x

log x
≤ π( x ) ≤ 5

x
log x

.

证 ( i ) 当 x ≥ 6 时 ,令 n =
x
2

, 则 x ≥ 2 n , n >
x
3

.于是

由引理 1 , 2 即得

π( x ) log x ≥ π(2 n ) log2 n ≥ log N

≥ nlog2 >
log2

3
· x > 0.2 x .

又由于
x

log x
在区间 [2 , 6 ] 中的最大值是

6
log6

, 因此当 2 ≤ x ≤ 6

时 ,

0.2
x

log x
≤ 0 .2

6
log6

< 1 ≤ π(2 ) ≤ π( x ) .
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即定理中前一个不等式成立 .

( ii) 由引理 1 , 2 ,知

(π( 2 n) - π( n) ) log n ≤ log N ≤ 2 nlog2 .

以 n = 2
r
代入上式即得

r (π(2
r+ 1

) - π(2
r
) ) ≤ 2

r + 1
.

由于 π( 2
r + 1

) ≤ 2
r
, 故有

( r + 1)π( 2
r + 1

) - rπ(2
r
) ≤ 2

r+ 1
+ π( 2

r + 1
) ≤ 3·2

r
.

任意给定一个正整数 m , 在上式中逐一命 r = 0 ,1 ,⋯ , m - 1 而得

到 m 个不等式 , 把它们加起来即得

mπ(2
m

) ≤ 3 (1 + 2 + ⋯ + 2
m - 1

) < 3× 2
m

.

当 x ≥ 2 时 ,有一确定的正整数 m 使 2
m - 1

≤ x < 2
m

, 于是
1
m

<
log2
log x

, 由此得

π( x ) ≤ π( 2
m

) ≤
1
m
·3·2

m
≤ 6log2·

x
log x

≤ 5
x

log x
,

故定理中第二个不等式也成立 . 证完

由定理我们立刻可以看出在正整数列中质数的个数比起全体

正整数的个数来说 ,是非常少的 .更确切地说 ,就是

推论 几乎所有的正整数都是合数 ,即

lim
x→∞

π( x )
x

= 0 .

关于质数的个数进一步的结果 , 就是著名的质数定理 ( prime

number theorem) : 即

lim
x→∞

π( x )
x

log x

= 1 .

这个定理是由勒让得与高斯 (Gauss) 作为猜测提出的 .直到 1896

年 ,才由法国数学家哈达马 (Hadamard) 及得拉魏力泊桑 ( de la

Vallée Poussin) 同时互相独立地证明 .但是他们的证明中用到复变
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函数论的深邃理论 ,远比切比雪夫对于定理 2 的证明曲折深奥 .这

就推动人们去寻求质数定理的初等的或较简单的证明 .直到 1949

年 ,宰儿伯格 ( Selberg) 及爱多士 ( Erd ös) 才分别给出了质数定理

的初等证明 .

对于 π( x ) 的估值早已有了比质数定理更精密的结果 : 如果

用函数

lix =∫
x

2

d t
log t

代替
x

log x
,可以得到 :

| π( x ) - lix |≤ Bxe
- A( log x ) 3�/5×( loglog x ) - 3�/5

,

式中 A 代表某适当小的正常数 , B 代表某一充分大的常数 .这在

目前是最好的结果 .理想的结果是

| π( x ) - lix |≤ Bx
1
2

+ ε

,

式中ε表任意小的正数 , B 表充分大的常数 .但这不过是一个猜

测 ,还没有人能够证明它的正确性 .可以证明这个猜想与著名的黎

曼猜想 ( Riemann Hypothesis) 等价 .称由级数

ζ( s) = ∑
∞

n = 1

1
n

s ,  s = σ+ i t , σ > 1

及其全复平面的解析延拓定义的函数为黎曼 ζ - 函数 .黎曼猜想

是说 :黎曼 ζ - 函数的所有非平凡零点都在直线 1�/2 + i t 上 .黎曼

猜想与数学中的很多问题有联系 ,它至今未被证明 .有的数学家认

为它是 21 世纪数学上的最重要的数学问题之一 .

习   题

设 pn 是第 n 个质数 ,试证 : 有两个正数 B1 , B2 存在 , 使得

B1 nlog n ≤ pn ≤ B2 nlog n .
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*
§3  除数问题与圆内格点问题的介绍  

在这一节里 ,我们要讨论当 a →∞ 时τ( a) 的一些初步性质 ;

进一步要讨论当 a → ∞ 时 ,τ( a) 的平均值

1
a

(τ( 1) + τ(2 ) + ⋯ + τ( a) )

的性质 ,并且介绍著名的狄利克雷 (Dirichlet ) 的除数问题 .与除数

问题相似的一个问题就是著名的高斯的圆内格点问题 , 本节也要

加以介绍 .

首先由 §1( 3) 式知当 a 是质数时 ,τ( a) = 2 .但质数的个数

是无穷多的 ,故任给 A > 0 总可找到 a > A 使得τ( a) = 2 .另一

方面 ,τ(2
m

) = m + 1 ,故当 m → ∞ 时 ,τ( 2
m

) → ∞ .这两件事实

表明当 a 无限制地变大时 ,τ( a ) 的变化是很不规则的 .为了讨论

这一类型的问题 ,我们引进下面的符号 .

符号 O : 设 f ( x ) 是任一函数 , 而φ( x ) 是一正值函数 ( 即对于

自变数 x 的任何值来说 , φ( x ) 的值永远是正的 ) , 若能找到一个

常数 A ,使得不等式

| f ( x ) | ≤ Aφ( x )

对于 x 的所有充分大的值都成立 , 则我们说 ,当 x → ∞ 时 ,

f ( x ) = O (φ( x ) ) .

例1 sin x = O (1 ) , xsin x = O ( x ) , ax
2

+ b = O( x ) ( 其

中 a, b 是常数 ) .

我们也可以把记 号 O (φ( x ) ) 写在式 子中间 . 例如 对于

f ( x ) , g( x ) 两个函数 ,若能找到一个常数 A , 使得不等式

| f ( x ) - g( x ) |≤ Aφ( x )

对 x 的所有充分大的值都成立 , 我们就说 ,当 x → ∞ 时 ,

f ( x ) = g( x ) + O (φ( x ) ) .
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例 2 当 x → ∞ 时 ,
1

1 - x
- 1 = 1 +

1
x

+
1
x

2 + O
1
x

3 .因为

当 x > 1 时 ,

1
1 - x

- 1 = 1 +
1
x

+
1
x

2 +
1
x

3 ·
1

1 - x
- 1 ,

而当 x > 2 时
1

x
3

(1 - x
- 1

)
< 2

1
x

3 ,故得上述结果 .

例 3 当 x → ∞ 时 ,

∑
0 < n≤ x

1
n

= log x + γ+ O
1
x

, ( 1)

其中 γ = lim
N→∞

∑
N

n = 1

1
n

- log N 是欧拉常数 .

证 设 [ x ] = N ,则

∑
n≤ x

1
n

- log x = ∑
N

n = 1

1
n

-∫
x

1

d t
t

= ∑
N

n = 1

1
n

-∫
N

1

d t
t

+∫
x

N

d t
t

.

显然 ∫
x

N

d t
t
≤∫

x

N

d t
N

≤
1
N

= O
1
x

.

另一方面 ,

∑
N

n = 1

1
n

-∫
N

1

d t
t

= ∑
N

n = 1

1
n

- ∑
N

n = 1
∫

n + 1

n

d t
t

+∫
N + 1

N

d t
t

= ∑
N

n = 1
∫

n + 1

n

1
n

-
1
t

d t +∫
N + 1

N

d t
t

= ∑
N

n = 1
∫

1

0

td t
n( n + t )

+∫
N+ 1

N

d t
t

= ∑
∞

n = 1
∫

1

0

td t
n( n + t )

- ∑
∞

n = N + 1
∫

1

0

td t
n( n + t )

+ O
1
x

.

由于∫
1

0

td t
n ( n + t )

≤
1
n

2 , 所以上面的级数都是收敛的 , 且第二个级

数的值不超过

∑
∞

n = N + 1

1
n ( n - 1 )

= ∑
∞

n = N + 1

1
n - 1

-
1
n

=
1
N

= O
1
x

,

这一方面证明了 ,当 N → ∞ 时 ,∑
N

n = 1

1
n

- log N = ∑
N

n = 1

1
n

-∫
N

1

d t
t
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有一极限 γ(即第一个级数的值 ) ,同时也证明了

∑
N

n = 1

1
n

-∫
N

1

d t
t

= γ+ O
1
x

.

因此∑
N

n = 1

1
n

- log x = γ+ O
1
x

+ O
1
x

= γ+ O
1
x

. 证完

例 4 若ξ < l , 则当 x → ∞ 时 , ( log x )
l
≠ O ( ( log x )

ξ
) .

证 假定当 x → ∞ 时 , ( log x )
l

= O ( ( log x )
ξ

) ,则由定义 , 能

够找到一个常数 A ,使得不等式

( log x )
l
≤ A ( log x )

ξ
,即 ( log x )

l - ξ
≤ A ( 2)

对 x 的所有充分大的值都成立 ,但我们知道 : 当 x → ∞时 , log x →

∞ ,因此当 x → ∞ 时 , ( log x )
l - ξ

→ ∞ ,这与 ( 2) 式矛盾 . 证完

现在我们再回到τ( a) 的讨论上来 .首先我们有

定理 1 对任何正数ξ来说 ,有

τ( a) ≠ O ( ( log a)
ξ

)

证 对于给定的 ξ来说 , 我们一定可以找到一个正整数 l 满

足条件

l - 1 ≤ξ < l .

设 2 , 3 ,⋯ , pl 是正整数中前 l 个质数 , 并令 (2·3⋯ pl )
m

= a , 则由

§1( 3) 式即得

τ( a) = ( m + 1 )
l
,

并且 log a = mlog( 2·3⋯ pl ) .故

τ( a) =
log a

log( 2·3⋯ pl )
+ 1

l

>
log a

log( 2·3⋯ pl )

l

.

但
1

log( 2·3⋯ pl )

l

是常数 , 而 m → ∞ , log a →∞ , 故由例 4 即得

定理 . 证完

另一方面 ,对 τ( a) 来说 ,却有

定理 2 对于任何正数ε来说 ,

τ( a) = O ( a
ε

) ,
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此处之常数与ε有关 .

证 设 a = p
α

1
1 p

α
2

2 ⋯ p
α

k
k 是 a 的标准分解式 , 则由 §1( 3) 式

τ( a)
a
ε =

α1 + 1

p
α

1
ε

1

·
α2 + 1

p
α

2
ε

2

⋯
αk + 1

p
α

k
ε

k

. ( 3)

今考虑上式中任一因数 .若 p
ε

i ≥ 2 ,则 p
α

i
ε

i ≥ 2
α

i ≥αi + 1 , 即
αi + 1

p
α

i
ε

i

≤ 1 .

若 p
ε
i < 2 ,则

p
α

i
ε

i ≥ 2
α

i
ε

= e
α

i
εlog2

≥ αiεlog2 ≥
1
2

(αi + 1)εlog2 ,

得
αi + 1

p
α

i
ε

i

≤
2

εlog2
.又满足条件 p

ε

i < 2 的 pi 的个数 < 2
1
ε ,故由 ( 3)

式即得

τ( a)
a
ε ≤

2
εlog2

2
1�/ε

,

但
2

εlog2

2
1�/ε

是一仅与ε有关的常数 , a
ε

> 0 ,故得定理 . 证完

推论 对于任何正数ε来说 ,

lim
a→ ∞

τ( a)
a
ε = 0 .

证  令ε = 2η,则 η > 0 ,因此由定理 2 ,

τ( a)
a
ε =

1
a
η·

τ( a)
a
η = O

1
a
η .

这就是所要证明的 . 证完

定理 3 设 D ( x ) = ∑
a≤ x

τ( a ) ,则

D ( x ) = x ( log x + 2γ - 1) + O ( x ) ,

其中 γ是欧拉常数 .

证 由τ( a) 的定义 , 知τ( a) 是 a 的正因数的个数 , 换句话
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说 ,τ( a) 是不定方程 a = uv 的正整解数 ,亦即是双曲线 uv = a

在第一象限的那一支上的格点数 , 故 D ( x ) 就表示在平面区域 u

> 0 , v > 0 , uv ≤ x 内的格点数 .

图 9.3.1

将 上 述 平 面 区 域 按 图

9.3.1 分成三个区域 : R1 表示

区域 0 < u , v ≤ x , R2 表示区

域 u > x , v > 0 , uv ≤ x , R3

表示区域 u > 0 , v > x , uv ≤

x ,则在平面区域 R1 内的格点

数是 [ x ]
2
, 而 R2 与 R3 内的格

点数相等 .由图还可以看出在

R1 与 R3 合起来的平面区域内

的格点数是

∑
0 < u≤ x

x
u

.

故得 D( x ) = 2 ∑
0 < u≤ x

x
u

- [ x ]
2

.

但

[ x ]
2

= ( x - { x})
2

= x - 2{ x} x +
{ x}

2
= x + O ( x ) ,

    ∑
0 < u≤ x

x
u

H
= x ∑

0 < u≤ x

1
u

- ∑
0 < u≤ x

x
u

= x ∑
0 < u≤ x

1
u

+ O ( x ) .

(因为{ x} < 1) ,故由例 3 得

D ( x ) �= 2 x ∑
0 < u≤ x

1
u

- x + O ( x )

= 2 x log x + γ+ O
1

x
- x + O ( x )
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= x ( log x + 2γ - 1) + O ( x ) . 证完

设ν是满足条件

D( x ) = x ( log x + 2γ - 1 ) + O ( x
α

)

的数α的下确界 ,由定理 3 知道ν≤
1
2

.我们进一步问 :ν究竟应该

是什么数呢 ?这个问题便是历史上有名的除数问题 .这个问题并没

有解决 , 迟宗陶 应用闵嗣鹤 的估计一 种三 角和的 方法得 到

ν≤
15
46

.

与这个问题很相像的就是圆内格点问题 .我们先看 A ( x ) =

∑
0 < a≤ x

r( a) ,其中 r( a) 表示不定方程 u
2

+ v
2

= a 的整数解的个

数 ,亦即 r ( a ) 就是圆 u
2

+ v
2

= a上的格点数 , 因此 A ( x ) 表示平

面区域 u
2

+ v
2
≤ x 上的格点数 .

定理 4 当 x → ∞ 时 ,

图 9.3.2

A ( x ) = πx + O ( x ) .

证 如图 9.3.2 所示 , 首

先我们令每一个以格点为顶

点的单位正方形与其左下角

的格点相对应 .这样就在以

格点为顶点的单位正方形与

格点 之 间 建 立 了 一 一 对

应 .又因 A ( x ) 是圆 u
2

+ v
2

= x 的内部及圆周上的格点

数 .故 A( x ) 等于左下角在

圆内 (或圆周上 ) 的单位正方

形 (以格点为顶点 ) 的面积之

和 .这些单位正方形的左下角与原点的距离不超过 x , 而每一正

方形内任一点与左下角的距离不超过 2 .因此以原点为中心 , 以
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x + 2 为半径作圆 , 则此圆必包括所有那些正方形 (即以格点为

顶点而左下角在圆内或圆周上的单位正方形 ) .故得

A( x ) ≤π( x + 2 )
2

( 4)

另一方面 ,仿上可证以原点为圆心以 x - 2 为半径的圆必

被那些正方形 (即以格点为顶点而左下角在圆内或圆周上的单位

正方形 ) 所盖满 ,因此

A ( x ) ≥π( x - 2 )
2

. ( 5)

由 (4 ) , (5 ) 即得

π( - 2 2 x + 2 ) ≤ A ( x ) - πx ≤π( 2 2 x + 2 ) ,

即 | A ( x ) - πx |≤π(2 2 x + 2) .

此即定理 . 证完

同除数问题一样 .设ν是满足条件

A ( x ) = πx + O ( x
α

)

的数α的下确界 , 由定理 3 已知ν≤
1
2

.那么我们问ν究竟是

什么呢 ?这就是著名的高斯圆内格点问题 , 这个问题到现在为止尚

未解决 ,但我们可以证明ν≥
1
4

,因而大家猜测ν =
1
4

.我国数学

家华罗庚证明 :ν≤
13
40

.

§4  有关质数的其他问题

在本节中 ,我们要谈一下关于质数分布的其他著名问题 :

(1 ) 等差级数中的质数分布问题 .仿照第一章 §4 中证明质

数无穷多的方法 ,可以证明形如 4 m + 3 ,6 m + 5 的质数都有无穷

之多 [分别利用 N = 4 p1 p2 ⋯ pn - 1 ( p1 , p2 ,⋯ , pn 都是形如 4 m +
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3 的质数 ) 及 N = 6 p1 p2 ⋯ pn - 1 ( p1 , p2 ,⋯ , pn 都是形如 6 m + 5

的质数 ) 来代替第一章 §4 定理 4 证明中的 N = p1 p2 ⋯ pn + 1 ] .

这也就是说在等差级数

4 m + 3 ,  m = 0 , 1 , 2 , ⋯

及 6 m + 5 ,  m = 0 , 1 , 2 , ⋯

中有无穷多个质数 .当然我们可以问是否在等差级数

k m + l , m = 0 ,1 ,2 ,⋯

中有无穷多个质数 .显然当 ( k , l) ≠ 1 时 , 质数的个数有限 .在 ( k ,

l) = 1 的情形下 ,狄利克雷给予肯定的答复 , 即证明了该数列中有

无穷多个质数 .这个结果就是所谓狄利克雷定理 .

进一步 ,若用 π( x ; k , l ) 表示在等差级数

km + l , m = 0 , 1 , 2 , ⋯ , ( k , l) = 1 , k > 0 , l ≥ 0 ( 1)

中不超过 x 的质数个数 , 我们还可以证明 :当 x → + ∞ 时 ,

π( x ; k , l ) ～
1

φ( k )
x

log x
.

上面这些结果 ,最初都是利用较高深的方法去证明的 , 近来已

经有了初等的证明 .

另一方面 ,我们要问 , 等差级数 (1 ) 里面的最小质数 p 有多么

大 .列尼克 (Линник) 证明有一绝对常数 c 存在使 p < k
c

.

(2 ) an
2

+ bn + c 形式的质数个数问题 .我们知道了可以表成

kn + l , ( k , l ) = 1 形式的质数有无限多之后 ,很自然的会问到 , 可

以表成二次式 an
2

+ bn + c , ( a , b, c) = 1 的形式的质数是否也有

无穷多 .这个问题非常之难 , 一直到现在还不知道形如 n
2

+ 1 的质

数是否无穷多 .

同这个问题有连带关系的 , 还有下面这个问题 .不难算出 , 当

0 ≤ n ≤ 16 时 , n
2

- n + 17 的值都是质数 ;又当 0 ≤ n ≤ 40 时 ,

n
2

- n + 41 的值都是质数 .近来有人算出当 0 ≤ n ≤ 11 000时 n
2

- n + 72 491 的值都是质数 .很自然的要问到是否任给正整数 N ,
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都可以找到一个质数 p ,使当 0 ≤ n ≤ N 时 , n
2

- n + p 的值 , 都

是质数 .这个问题也是非常之难 , 一直到现在还没有解决 .

(3 ) 质数增大的快慢问题 .§3 已经提到质数定理 , 即 π( x )

～
x

log x
,从这个定理可以推出第 n 个质数 pn 的近似公式 ,即 pn ～

nlog n .进一步 ,要问知道一个质数 pn - 1 之后 , 如何去确定 pn 的大

小范围 ?所谓柏串得 ( Bertrand) 假设就是说在 n 与 2 n 之间 , 一定

有一个质数 ,这件事实可以模仿 §3 定理 2 的方法去证明 .根据柏

串得假设就知道 pn 一定小于 2 pn - 1 .又进一步 ,可以问是否在 n
2
与

( n + 1)
2
之间一定有一个质数存在 ,这也是一个未解决的问题 .但

证明了当 n 超过某一数 N 时 , 在 n 与 n + n
11�/20 +ε

(ε> 0 , 可任意给

定 ) 之间必有质数存在 .

另一方面 ,有所谓孪生质数问题 : 我们知道除 2 及 3 以外 , 两

相邻自然数不可能同时是质数 .但是 3 ,5 ;5 ,7 ;11 , 13 ;17 , 19 ;29 ,

31 ;⋯ ; 101 , 103; 10 016 957 , 10 016 959; ⋯ 都是相差是 2 的质数

对 .这 种成对的质数常称为孪质数 .一直到现在还不知道孪质数

是否有无穷多对 .当然我们也可以问 5 , 7 , 11 这样的三个相连的质

数组 (可称为三生质数 ) 是否有无穷多 , 这问题当然更难解答了 .

除了以上所提到的三批问题之外 , 还有与质数有关的古德巴

赫 (Goldbach) 问题我们再为介绍一下 : 古德巴赫在 1742 年曾经猜

测到下面两件事 :

(1 ) 每一个大于 4 的双数 n 都可以表成两个单质数的和 , 例

如 , 6 = 3 + 3 , 8 = 3 + 5 , 10 = 5 + 5 = 3 + 7 , ⋯ .

(2 ) 每一个不小于 9 的单数 n 都可以表成三个单质数的和 .

例如 , 9 = 3 + 3 + 3 ,11 = 3 + 3 + 5 , 13 = 3 + 3 + 7 = 3 + 5 + 5 ,⋯ .

这两个问题非常之难 , 哈代 ( Hardy) 与李特乌德 ( Littlewood)

借助着所谓“广义黎曼假设”,才能证明对于充分大的整数 n ,以上

第二个推测是对的而第一个在某种意义下可以说几乎是对的 .

但维诺格拉陀夫凭借他自己创立的一种估计“三角和”
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∑
p≤ N

e
2πiαp

的强有力的方法 , 证明有一个数 N 存在 ,当单数 n > N 时 , n 即可

表作三个质数之和 .用他的方法也可以证明在适当的意义下可以

说几乎所有的双数都可以表成两个质数之和 .

值得提出的是 ,我国数学家华罗庚估计了下列形式的三角和

∑
p≤ N

p≡ t ( Q )

e
2πi f ( p )

,

其中 f ( x ) 为实系数多项式 .应用这个估值 , 他将以上的第二猜测

及质数未知数的华林问题 (即表示适合某种条件的充分大的整数

为质数的 k 方和的问题 ) 统一起来 ,得到一系列的相当好的结果 .

这些结果载在他的著作《堆垒素数论》之内 , 我们建议对这些问题

有兴趣的读者去钻研他的原著《堆垒素数论》 .

对于前述的第一个问题还没有得到圆满的解决 , 但是值得提

起的有下面三个结果 : (1 ) А.И.维诺格拉陀夫利用宰儿柏格的方

法证明每一充分大偶数都可以分解成二数之和 , 其中每一数是不

超过三个质因数的乘积 .王元在华罗庚的指导下证明每一充分大

偶数都可以分解成二数之和 , 而此二数的质因数总共不超过五

个 .( 2) 列尼克证明任意指定一大于 1 的整数 g及一充分大的整数

k , 则当 kg是偶数 (或奇数 ) 时 , 每一充分大的偶数 (或奇数 ) n就可

以表成下列形式 :

n = p + p′+ g
x

1 + ⋯ + g
x

k ,

其中 p 与 p′是奇素数 , x1 ,⋯ , xk 是正整数 .( 3) 冉尼 ( Renyi ) 证明

任一充分大的偶数能够表成 p + P 的形状 ,其中 p 为质数 ,而 P 的

质因数的个数不超过一个绝对常数 K .潘承洞在 1962年证明了 K

= 5 .王元 , 潘承洞等随后独立地证明了 K = 4 .陈景润在 1973 年

发表他的结果 K = 2 .

最后 ,作者应该在此特别声明 , 以上介绍了一些数论方面的新

结果 , 其目的不过是希望读者能更了解数论中与本课程有较密切
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关系的某些问题 , 至于所介绍的内容不但远远不足以说明近代数

论的发展情况 ,而且对于我国数学家在数论方面的贡献 , 也远远谈

不到是全面的介绍 .对数论发展有兴趣的读者 , 当然可以从有关的

专著中 ,汲取更丰富的知识 .
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附   录

4 000 以下的质数及其最小原根表

p g p g p g p g p g p g p g

2 �1 �
3 �2 �
5 �2 �
7 �3 �

11 #2 �

13 #2 �
17 #3 �
19 #2 �
23 #5 �
29 #2 �

31 #3 �
37 #2 �
41 #6 �
43 #3 �
47 #5 �

53 #2 �
59 #2 �
61 #2 �
67 #2 �
71 #7 �

73 #5 �
79 #3 �
83 #2 �
89 #3 �
97 #5 �

101 72 �
103 75 �
107 72 �
109 76 �
113 73 �

127 73 �
131 72 �
137 73 �
139 72 �
149 72 �

151 �6 �
157 �5 �
163 �2 �
167 �5 �
173 �2 �

179 �2 �
181 �2 �
191 �19 �
193 �5 �
197 �2 �

199 �3 �
211 �2 �
223 �3 �
227 �2 �
229 �6 �

233 �3 �
239 �7 �
241 �7 �
251 �6 �
257 �3 �

263 �5 �
269 �2 �
271 �6 �
277 �5 �
281 �3 �

283 �3 �
293 �2 �
307 �5 �
311 �17 �
313 �10 �

317 �2 �
331 �3 �
337 �10 �
347 �2 �
349 �2 �

353 �3 /
359 �7 /
367 �6 /
373 �2 /
379 �2 /

383 �5 /
389 �2 /
397 �5 /
401 �3 /
409 �21 D

419 �2 /
421 �2 /
431 �7 /
433 �5 /
439 �15 D

443 �2 /
449 �3 /
457 �13 D
461 �2 /
463 �3 /

467 �2 /
479 �13 D
487 �3 /
491 �2 /
499 �7 /

503 �5 /
509 �2 /
521 �3 /
523 �2 /
541 �2 /

547 �2 /
557 �2 /
563 �2 /
569 �3 /
571 �3 /

577 55 �
587 52 �
593 53 �
599 57 �
601 57 �

607 53 �
613 52 �
617 53 �
619 52 �
631 53 �

641 53 �
643 511 �
647 55 �
653 52 �
659 52 �

661 52 �
673 55 �
677 52 �
683 55 �
691 53 �

701 52 �
709 52 �
719 511 �
727 55 �
733 56 �

739 53 �
743 55 �
751 53 �
757 52 �
761 56 �

769 511 �
773 52 �
787 52 �
797 52 �
809 53 �

811 �3 �
821 �2 �
823 �3 �
827 �2 �
829 �2 �

839 �11 �
853 �2 �
857 �3 �
859 �2 �
863 �5 �

877 �2 �
881 �3 �
883 �2 �
887 �5 �
907 �2 �

911 �17 �
919 �7 �
929 �3 �
937 �5 �
941 �2 �

947 �2 �
953 �3 �
967 �5 �
971 �6 �
977 �3 �

983 �5 �
991 �6 �
997 �7 �

1 �009 11 �
1 �013 3 �

1 �019 2 �
1 �021 10 �
1 �031 14 �
1 �033 5 �
1 �039 3 �

1 S049 3 �
1 S051 7 �
1 S061 2 �
1 S063 3 �
1 S069 6 �

1 S087 3 �
1 S091 2 �
1 S093 5 �
1 S097 3 �
1 S103 5 �

1 S109 2 �
1 S117 2 �
1 S123 2 �
1 S129 11 �
1 S151 17 �

1 S153 5 �
1 S163 5 �
1 S171 2 �
1 S181 7 �
1 S187 2 �

1 S193 3 �
1 S201 11 �
1 S213 2 �
1 S217 3 �
1 S223 5 �

1 S229 2 �
1 S231 3 �
1 S237 2 �
1 S249 7 �
1 S259 2 �

1 S277 2 �
1 S279 3 �
1 S283 2 �
1 S289 6 �
1 S291 2 �

1 &297 10 F
1 &301 2 2
1 &303 6 2
1 &307 2 2
1 &319 13 F

1 &321 13 F
1 &327 3 2
1 &361 3 2
1 &367 5 2
1 &373 2 2

1 &381 2 2
1 &399 13 F
1 &409 3 2
1 &423 3 2
1 &427 2 2

1 &429 6 2
1 &433 3 2
1 &439 7 2
1 &447 3 2
1 &451 2 2

1 &453 2 2
1 &459 5 2
1 &471 6 2
1 &481 3 2
1 &483 2 2

1 &487 5 2
1 &489 14 F
1 &493 2 2
1 &499 2 2
1 &511 11 F

1 &523 2 2
1 &531 2 2
1 &543 5 2
1 &549 2 2
1 &553 3 2
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续表

p g p g p g p g p g p g p g

1 �559 19 �
1 �567 3 �
1 �571 2 �
1 �579 3 �
1 �583 5 �

1 �597 11 �
1 �601 3 �
1 �607 5 �
1 �609 7 �
1 �613 3 �

1 �619 2 �
1 �621 2 �
1 �627 3 �
1 �637 2 �
1 �657 11 �

1 �663 3 �
1 �667 2 �
1 �669 2 �
1 �693 2 �
1 �697 3 �

1 �699 3 �
1 �709 3 �
1 �721 3 �
1 �723 3 �
1 �733 2 �

1 �741 2 �
1 �747 2 �
1 �753 7 �
1 �759 6 �
1 �777 5 �

1 �783 10 �
1 �787 2 �
1 �789 6 �
1 �801 11 �
1 �811 6 �

1 �823 5 �
1 �831 3 �
1 �847 5 �
1 �861 2 �
1 �867 2 �

1 �871 14 �
1 �873 10 �
1 �877 2 �
1 �879 6 �
1 �889 3 �

1 m901 2 �
1 m907 2 �
1 m913 3 �
1 m931 2 �
1 m933 5 �

1 m949 2 �
1 m951 3 �
1 m973 2 �
1 m979 2 �
1 m987 2 �

1 m993 5 �
1 m997 2 �
1 m999 3 �
2 m003 5 �
2 m011 3 �

2 m017 5 �
2 m027 2 �
2 m029 2 �
2 m039 7 �
2 m053 2 �

2 m063 5 �
2 m069 2 �
2 m081 3 �
2 m083 2 �
2 m087 5 �

2 m089 7 �
2 m099 2 �
2 m111 7 �
2 m113 5 �
2 m129 3 �

2 m131 2 �
2 m137 10 �
2 m141 2 �
2 m143 3 �
2 m153 3 �

2 m161 23 �
2 m179 7 �
2 m203 5 �
2 m207 5 �
2 m213 2 �

2 m221 2 �
2 m237 2 �
2 m239 3 �
2 m243 2 �
2 m251 7 �

2 �267 2 /
2 �269 2 /
2 �273 3 /
2 �281 7 /
2 �287 19 D

2 �293 2 /
2 �297 5 /
2 �309 2 /
2 �311 3 /
2 �333 2 /

2 �339 2 /
2 �341 7 /
2 �347 3 /
2 �351 13 D
2 �357 2 /

2 �371 2 /
2 �377 5 /
2 �381 3 /
2 �383 5 /
2 �389 2 /

2 �393 3 /
2 �399 11 D
2 �411 6 /
2 �417 3 /
2 �423 5 /

2 �437 2 /
2 �441 6 /
2 �447 5 /
2 �459 2 /
2 �467 2 /

2 �473 5 /
2 �477 2 /
2 �503 3 /
2 �521 17 D
2 �531 2 /

2 �539 2 /
2 �543 5 /
2 �549 2 /
2 �551 6 /
2 �557 2 /

2 �579 2 /
2 �591 7 /
2 �593 7 /
2 �609 3 /
2 �617 5 /

2 �621 2 �
2 �633 3 �
2 �647 3 �
2 �657 3 �
2 �659 2 �

2 �663 5 �
2 �671 7 �
2 �677 2 �
2 �683 2 �
2 �687 5 �

2 �689 19 �
2 �693 2 �
2 �699 2 �
2 �707 2 �
2 �711 7 �

2 �713 5 �
2 �719 3 �
2 �729 3 �
2 �731 3 �
2 �741 2 �

2 �749 6 �
2 �753 3 �
2 �767 3 �
2 �777 3 �
2 �789 2 �

2 �791 6 �
2 �797 2 �
2 �801 3 �
2 �803 2 �
2 �819 2 �

2 �833 5 �
2 �837 2 �
2 �843 2 �
2 �851 2 �
2 �857 11 �

2 �861 2 �
2 �879 7 �
2 �887 5 �
2 �897 3 �
2 �903 5 �

2 �909 2 �
2 �917 5 �
2 �927 5 �
2 �939 2 �
2 �953 13 �

2 �957 2 �
2 �963 2 �
2 �969 3 �
2 �971 10 �
2 �999 17 �

3 �001 14 �
3 �011 2 �
3 �019 2 �
3 �023 5 �
3 �037 2 �

3 �041 3 �
3 �049 11 �
3 �061 6 �
3 �067 2 �
3 �079 6 �

3 �083 2 �
3 �089 3 �
3 �109 6 �
3 �119 7 �
3 �121 7 �

3 �137 3 �
3 �163 3 �
3 �167 5 �
3 �169 7 �
3 �181 7 �

3 �187 2 �
3 �191 11 �
3 �203 2 �
3 �209 3 �
3 �217 5 �

3 �221 10 �
3 �229 6 �
3 �251 6 �
3 �253 2 �
3 �257 3 �

3 �259 3 �
3 �271 3 �
3 �299 2 �
3 �301 6 �
3 �307 2 �

3 �313 10 �
3 �319 6 �
3 �323 2 �
3 �329 3 �
3 �331 3 �

3 S343 5 �
3 S347 2 �
3 S359 11 �
3 S361 22 �
3 S371 2 �

3 S373 5 �
3 S389 3 �
3 S391 3 �
3 S407 5 �
3 S413 2 �

3 S433 5 �
3 S449 3 �
3 S457 7 �
3 S461 2 �
3 S463 3 �

3 S467 2 �
3 S469 2 �
3 S491 2 �
3 S499 2 �
3 S511 7 �

3 S517 2 �
3 S527 5 �
3 S529 17 �
3 S533 2 �
3 S539 2 �

3 S541 7 �
3 S547 2 �
3 S557 2 �
3 S559 3 �
3 S571 2 �

3 S581 2 �
3 S583 3 �
3 S593 3 �
3 S607 5 �
3 S613 2 �

3 S617 3 �
3 S623 5 �
3 S631 21 �
3 S637 2 �
3 S643 2 �

3 S659 2 �
3 S671 13 �
3 S673 5 �
3 S677 2 �
3 S691 2 �

3 &697 5 2
3 &701 2 2
3 &709 2 2
3 &719 7 2
3 &727 3 2

3 &733 2 2
3 &739 7 2
3 &761 3 2
3 &767 5 2
3 &769 7 2

3 &779 2 2
3 &793 5 2
3 &797 2 2
3 &803 2 2
3 &821 3 2

3 &823 3 2
3 &833 3 2
3 &847 5 2
3 &851 2 2
3 &853 2 2

3 &863 5 2
3 &877 2 2
3 &881 13 F
3 &889 11 F
3 &907 2 2

3 &911 13 F
3 &917 2 2
3 &919 3 2
3 &923 2 2
3 &929 3 2

3 &931 2 2
3 &943 3 2
3 &947 2 2
3 &967 6 2
3 &989 2 2
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