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摘要 

在本⽂中，我们研究了⾮线性薛定谔⽅程在周期性边界条件下的波算⼦的有效解。在这种情况下，已知其解决⽅案保留了相关
的功能。通过在空间中使⽤傅⽴叶展开，问题⾸先被转化为哈密顿形式，具有相同的哈密顿泛函。

Fourier-Galerkin 空间半离散化然后提供了⼀个⼤尺⼨的哈密顿 ODE 问题，其时间解是通过 HBVM 类中的能量守恒⽅法（哈密
顿边界值⽅法）进⾏的。还考虑了针对所产⽣问题的⽅法的有效实施，并报告了⼀些数值示例。
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1. 简介 

在本⽂中，我们使⽤波算⼦处理以下⾮线性薛定谔⽅程的数值解：

其中，像往常⼀样，下标表示  的偏导数。给定的变量。此外，i是虚数单位，  和  是实常数，  和  是实函数，
其中  是  的导数。这种类型的⽅程在物理学中有许多不同的应⽤，例如 Klein-Gordon ⽅程的⾮相对论极限 [25,26,28]，等
离⼦体物理学中的 Langmuir 波包络近似 [4]，平⾯光弹模型 [2,34]等等。它⼀直是研究的主题，⽆论是从理论⻆度（例如，参
⻅ [21]），⽽且最近还从数值的⻆度来看（例如，参⻅ [1,19,20,23,24,29–33])。

我们在这⾥考虑⽅程(1.1) 的初始条件

因此，  和  都将被假定为周期函数，⾜够规则（作为周期函数）。我们还将假设  是周期性的并且适当地有规律，即使周
期性不是严格需要的（参⻅下⾯的备注 ）。还假定  是适当的正则。由以下定理  可知，问题 (1.1) 和 (1.2) 的解守恒泛
函：

于是

因此，守恒性质（1.3）和（1.4）对于此类问题的正确数值模拟很重要。例如，当  时，(1.3)
的守恒意味着解决⽅案。反过来，这意味着解决⽅案的有界性，基于对 、  的规律性假设（参⻅例如 [33] 或下⾯
的推论 ） . 除此之外，哈密顿函数的守恒已被证明赋予数值解更多的鲁棒性（参⻅，例如， ，分别⽤于⾮线性薛定谔
⽅程和半线性波动⽅程）。出于这个原因，在本⽂中，我们关注问题（1.1）和（1.2）的数值解，同时精确地保留对（1.3）的

以及周期性边界条件

、 、



任意⾼阶近似。我们要强调的是，我们将在这⾥考虑在  中的情况（即  情况），即使 参数可以⾃然地扩展
到 ,  （在这种情况下，  变为  ）。

在这个前提下，论⽂的结构如下：在第 2 节中，我们将问题转化为实数形式，同时验证了守恒性质（1.3）和（1.4），此外，
我们将问题转化为哈密顿形式，通过考虑空间中的傅⽴叶展开；接下来，在第 3 节中，我们考虑⼀个半离散问题，它相当于⼀
个⼤尺⼨的 ODE 哈密顿系统；在第 4 节中，我们概述了有关哈密顿边值⽅法 (HBVM) 的基本事实，我们将使⽤它在节省能量
的同时及时解决问题，并解释其针对⼿头问题的有效实施的细节；在第 5 节中，我们收集了⼀些测试问题；最后，在第 6 节
中，我们报告了⼀些结论性意⻅。

2. 空间中的傅⾥叶展开 

⾸先，让我们以实际形式提出问题（1.1）和（1.2）。通过设置

所涉及函数的实部和虚部，我们看到（1.1）可以重写为

此后，为了简洁起⻅，我们经常避免明确提及参数 。最后，初始条件（1.2）变为

具有周期性边界条件。以类似的⽅式，泛函（1.3）变为

在后⾯，为了简洁起⻅，如果没有必要，我们还将省略函数  中出现的函数的参数 。通过使⽤ (2.2) 可以证明函数 
的守恒。

定理 2.1.泛函 (2.4) 在问题 (2.2) 和 (2.3) 的解中是守恒的。

证明事实上，通过使⽤ (2.2)，可以通过部分积分，考虑到周期性边界条件，并像往常⼀样⽤点表示时间导数：

这意味着该定理成⽴。

接下来，由于周期性边界条件，我们在空间中扩展函数  和 ，通过使⽤  中的周期性函数的以下正交基，

使⽤  Kronecker delta，使得对于  和  的所有允许值：

因此，对于合适的时间相关系数 ，有展开式：

的情况

、 、 、



因此，周期性边界条件得到满⾜。通过定义⽆限向量，可以将展开式 (2.7) 转换为更紧凑的形式

如下：

这样做，我们可以很容易地计算偏导数：

对于  也是如此。以下结果成⽴。

引理 2.1。让我们定义矩阵

和以下⽆限矩阵：

然后

证明. （2.14）中的第⼀个等式遵循（⻅（2.8）和（2.11）和（2.12））

通过观察（⻅ ，第⼆个等式也推导出来。



作为前⾯引理的结果，(2.10) 中的空间导数可以表示为

对于  和  也是如此。通过考虑，由于正交性条件（2.6），

恒等算⼦，很容易推导出（2.2）可以在“频率”空间中重铸为，

其中，为简洁起⻅，我们还跳过了函数  和  的参数 。为了将问题转化为⼀阶形式，让我们定义⽆限向量

从⽽ (2.17) 重写为

初始条件：

那么下⾯的结果成⽴。 定理 2.2。⽅程组 (2.19) 是哈密顿量和哈密顿量

此外，  等价于 (2.4) 中定义的函数 。

证明。证明的第⼀部分很简单，因为⼈们很容易意识到

为了证明  等价于 (2.4) 中定义的泛函 ，根据 (2.9)(2.16) 和 (2.19) 可以观察到：



和

因此，从 (2.21) 可以得到

这样就完成了证明。

正如引⾔中所预期的，(2.21) 的守恒对问题 (2.19) 和 (2.20) 的求解具有相关的含义，如下⾯的结果所示。

推论 2.1。假设对于问题 (2.19) 和 (2.20)，其中⼀个有 ，⽽且，

然后，问题的解决⽅案是⼀致有界的。

证明。该陈述很容易从  的守恒推导出来，这意味着 ，因此， , 是有界的。

3. Fourier-Galerkin 空间半离散化 

为了使问题 (2.19) 和 (2.20) 在计算机上可以解决，需要将⽆限展开式 (2.7) 截断为有限和。因此，固定⼀个⽅便的⼤值 
，⼀个近似 (2.7) 为

通过将⽆限向量和矩阵 (2.8) 和 (2.12) 和 (2.13) 分别替换为

和

，



为了不使符号复杂化，我们继续对⽆限向量和矩阵以及相应的截断版本使⽤相同的符号，即使在下⽂中，它们将表示有限的符
号。因此，⼀个⼈获得了展开

代替（2.8）和（2.9）。此外，类似于 (2.10) 的表达式适⽤于  和  的偏导数，并且引理  的结果继续正式适⽤于截断向
量(3.2)。结果，⽅程式。 (2.14)-(2.16) 继续正式成⽴有限近似，即使现在函数 (3.5) 不再满⾜⽅程 (2.2)。然⽽，本着 Galerkin
⽅法的精神，通过要求残差与函数空间正交

对于所有 ，近似值（3.5）都属于其中，⼈们再次正式获得⽅程（2.19），初始条件仍然由（2.20）正式给出。显然，(2.19)
是哈密顿量，哈密顿量仍然由 (2.21) 给出，尽管后者现在只是泛函 (2.4) 的近似值。然⽽，从傅⾥叶⽅法理论 [17] 可知，在对 

 和 ，  和  的截断近似值以超过指数的⽅式收敛于它们，因为 （这⼀事实通常被称为光
谱精度）。

备注 3.1。选择  的⼀个标准是检查残差（⻅（2.20））

对应于初始条件，⾜够⼩，⽽且，值的差异

当从  传递到  时，在舍⼊误差级别内。

最后，为了获得全空间半离散化，需要⽅便地近似出现在 (2.19) 中的积分。为此，如 [6] 中所观察到的，可以使⽤复合梯形规
则，在横坐标处评估，

 适当⼤（参⻅，例如，[18, Th. 5.1.4] 和 [22, Th. 1.1]）。因此，具有维度  的截断问题 (2.19)，通过复合梯形规则在
横坐标 (3.8) 处近似积分，定义了空间中要及时积分的半离散问题。相应的半离散哈密顿量由 (2.21) 形式给出，其中出现的积
分通过基于横坐标 (3.8) 的复合梯形规则近似。

备注 3.2。我们观察到，当  中的函数  在  中不是周期性的时，则必须使⽤不同的求积来计算 (2.19) 中的积分，
就地基于横坐标（3.8）的复合梯形规则。例如，⾼阶⾼斯公式。

备注 3.3。很明显，所提出的傅⾥叶-伽辽⾦空间半离散化是针对周期性边界条件的情况量身定制的。为了完整起⻅，我们提到
对于⼀般边界条件，应考虑不同的空间半离散化，此外，哈密顿泛函（2.4）可能不再守恒（即使它的变化仍然可以正确再
现，如图所示，例如，在[6]中为半线性波动⽅程）。还必须强调的是，所使⽤的空间半离散化极⼤地影响了全离散⽅法的有效
实现，如下⼀节所示。事实上，所选择的空间半离散化将导致具有对⻆块的近似雅可⽐⾏列式，这使得该⽅法的实现⾮常有
效。

4. 哈密顿边值法 

、 、 、 、 、



为了获得完全离散的⽅法，我们现在需要将哈密顿问题 (2.19) 和 (2.20) 与向量  和由 (3.2) 和 (3.4) 定义的矩阵 

。从具有哈密顿结构的 PDE 获得哈密顿半离散 ODE 问题这⼀事实很重要，如 [27] 中所观察到的，如果使⽤合适的⼏何积分
器，能够利⽤此属性。出于这个原因，我们将在这⾥考虑⽤于数值求解 (2.19) 和 (2.20) 的能量守恒 Runge-Kutta ⽅法，称为
哈密顿边界值⽅法 (HBVM)。此类⽅法已在⼀系列论⽂  中进⾏了研究，并已沿多个⽅向  进⾏了推⼴，
包括应⽤于哈密顿偏微分⽅程 （另请参阅最近的专着 ，对此类⽅法进⾏全⾯介绍）。更详细地说，  ⽅
法是具有 Butcher 画⾯的 -stage Runge-Kutta ⽅法

其中，通过设置  勒让德多项式基础，在  上正交，

 是  阶 Gauss–Legendre 求积公式的权重和横坐标  和

还已知（例如，参⻅ [7]）  ⽅法应⽤于求解 ODE-IVP

使⽤  考虑步⻓，定义多项式近似  使得

其中

和正交误差

在前⾯的陈述的基础上，以下结果成⽴。

定理 4.1. 对于所有 ，k-stage Runge-Kutta  ⽅法 (4.1)：

是对称的，订单为 ；

当  时简化为（⾟）s-stage Gauss 搭配法；

当  是度的多项式时，它对于问题(2.19)-(2.21) 是能量守恒的

在⾮多项式情况下，通过参考在 (2.21) 处定义的哈密顿函数进⾏设置，

，  是新的近似值，  使⽤的步⻓，有⼀个

、 、 整合



证明。对于前两点，我们参考，例如，[7,11]。关于最后两点，让我们重写（2.19）和（2.20），对未知数的向量使⽤更紧凑的
符号（4.7），如

 和  分别是  零和单位矩阵。因此，通过考虑 (4.3)-(4.5)，该⽅法将导出多项式近似  使得

其中

因此，考虑到（⻅ (4.9)） ，维数  的单位矩阵，有

在第⼆种情况下，（4.8）如下。在前⼀种情况下，哈密顿量是守恒的，假设  和 ，即（⻅ (2.21)），
 与

（4.6）由此⽽来。

备注 4.1。从 (4.6) 可以清楚地看出，通过选择⾜够⼤的 ，在多项式情况下，总是可以获得精确的能量守恒。然⽽，同样在⾮
多项式情况下，通过选择⾜够⼤的 ，仍然可以获得实际的能量守恒，因为它⾜以使误差（4.8）落在舍⼊误差⽔平内。

反过来，使⽤较⼤的  值不会使 Runge-Kutta ⽅法 (4.1) 的实施成本过⾼，因为正如我们将在下⾯概述的那样，由其应⽤产⽣
的离散问题具有（块）维度 ，独⽴于 。事实上，通过考虑问题 (2.19) 和 (2.20) 的公式 (4.9)，表示  
和设置

,

⽤于求解 (4.9) 的⽅法 (4.1) 的阶段向量，以及在阶段评估的 ，分别获得  向量⽅程的⾮线性集



但是，通过进⼀步设置向量

包含向量系数 (4.10)，因此 (4.12) 可以写为

通过将（4.14）代⼊（4.13），可以得到等式

其（块）维度为 ，独⽴于 。⼀旦解决了离散问题（4.15），新的近似值由下式给出

实际上，考虑到 和 ，设置 为第⼀个单位向量，并考虑到 ，有

（我们指的是，例如，  以获得完整的详细信息）。因此，解决由  ⽅法 (4.1) 产⽣的离散问题 (4.15) 的复
杂性⼤⼤简化，w.r.t.求解阶段⽅程。 (4.12)。除此之外，考虑到

⼀个⽤于求解（4.15）的简化⽜顿迭代读取

FOR  :

solve 

set 

END

例如，从  开始。我们观察到 (4.17) 中线性系统的系数矩阵的维数⽐连续问题 (2.19) 的维数⼤  倍，我们需要在每个积
分步骤中将其分解。但是，我们可以沿两个⽅向简化此过程，如下所述。

⾸先，通过设置  维度的单位矩阵

并考虑在 (3.4) 中定义的矩阵 ，有

其中



因此，当 （⻅（3.4））时，可以假设

因此，通过设置

我们可以考虑近似的Hessian矩阵

这是恒定的。 其次，⽤简化的 Hessian（4.20）代替简化的⽜顿迭代（4.17），我们考虑“分裂⽜顿”混合迭代。该迭代最初是
在 [13]（另⻅ [14]）中设计的，已在计算代码 BiM [15]（可在 IVP Solvers 的测试集 [35] 中获得）中实现，并且也已被考虑对
于 HBVM [5,9]，当应⽤于哈密顿偏微分⽅程时证明是⾮常有效的，如 [6] 中所示的半线性波动⽅程和 [3] 中的⾮线性薛定谔⽅
程。我们在这⾥勾勒出解决问题（2.19）的主要事实，因为每个 PDE 都有⾃⼰的结构属性可以利⽤，以使⾮线性迭代有效。更
详细地说，迭代 (4.17) 被以下迭代替换：

表 1

在 (4.22) 中定义的参数.

FOR  :

set 

set 

set 

set 

END

例如，从  开始。这⾥  是在 (4.16) 处定义的矩阵，

（参数  的⼀些值列在表 1 中）和（⻅ (4.9)、(4.18) 和 (4.20)）

后⼀个矩阵与连续问题 (2.19) 的⼤⼩相同，是常数，因此只需计算⼀次。此外，通过考虑（⻅（4.19））

并且  零  矩阵，具有块对⻆结构，以下结果成⽴。

其中



定理 4.2。让我们定义维度  的置换矩阵  使得

然后

此处，通过照常设置  ⼩于或等于  的最⼤整数，

证明。从 (4.19) 和 (4.24) 可以得到

其中

该陈述随后通过考虑  并且凭借 (3.4)，



图 1. 问题 (5.1) 和 (5.2) 解的实部（上图）和虚部（下图）

其中

这样就完成了证明。



表 2

问题 (5.1) 和 (5.2)， ，通过取消  ⽤于空间半离散化和  及时解决步⻓  。

作为定理 4.2 的结果，为了执⾏混合迭代 ，需要计算（⻅ (4.18)）（4.25）中的  矩阵。实际上，⼤约有⼀半，
因为从 (4.25) 可以很容易地意识到

总之，执⾏迭代 (4.21) 的线性代数成本在要解决的问题 (2.19) 的维度上是线性的，⽆论是在所需的操作⽅⾯还是在内存要求⽅
⾯。

5. 数值算例 

在本节中，我们提供了⼏个数值示例，旨在确认所提出⽅法的守恒特性和准确性。



第⼀个问题是

表 3

问题 (5.1) 和 (5.2)， ，解  ⽤于空间半离散化，  及时步⻓  。

其中函数 （⻅（1.1））是⾮多项式的，具有初始条件

相应的函数  由下式给出

此外，问题 (5.1) 和 (5.2) 的解决⽅案结果为

与  和  实函数和平滑函数，如图 1 所示。因此，在 (3.1) 中选择  和 在  中⾜以精确表示解和
⽅程。哈密顿泛函 (5.3) 的对应值由下式给出

，



在表 2 中，我们列出了使⽤  获得的结果，其中  和 , and 10 ，当固定 并使⽤时间步⻓ 
。类似地，在表 3 中，我们列出了使⽤  获得的结果，其中  和计算解中的误差，

已通过数值估计，⽽  是数值哈密顿量中的误差，其值由 (5.4) 给出。我们还列出了相应的估计收敛速度  表示已达到
舍⼊误差⽔平)，以及每步的平均混合迭代次数 (4.21)。根据定理 4.1，从这两个表中的数字可以很容易地推导出 
⽅法：

有规定的阶 ；

对于较⼩的  值，哈密顿误差随  的阶数减少，⽽当使⽤  且时间步⻓⼩于  时，可以获得实际的能量
守恒；

混合迭代的平均次数随着时间步⻓⽽减少（正如显然预期的那样），此外，对于  固定，它明显独⽴于 。



图2 问题 (5.5) 和 (5.6) 解的实部（上图）和虚部（下图）



图3 使⽤ HBVM(20,2)（左图）和 HBVM(2,2)（右图）求解问题 (5.5) 和 (5.6) 的实部（上图）和虚部（下图）中的计算误差) 时间步⻓ h
= 0.03

我们观察到，对于这个问题，对于固定的  和 ，解决⽅案的误差⼤致相同，⽽与所使⽤的  的值⽆关。然⽽，当⼀个⼈有特
定的解决⽅案时，情况可能不再如此，这可能会有所不同，具体取决于哈密顿泛函的值，正如 [6] 中正弦-⼽登⽅程的明确所
示。不幸的是，我们不知道所考虑的⽅程式的类似情况。 (1.1)。然⽽，正如下⼀个例⼦所示，哈密顿泛函的守恒可能是有⽤
的。 让我们考虑以下问题，

其中函数  （参⻅  ）是度  的多项式，具有初始条件

相应的泛函 (1.3) 现在由下式给出

其常数值现在由下式给出

问题 (5.5) 和 (5.6) 解的实部和虚部绘制在图 2 中， 。选择 (3.1) 中的  和 (3.8) 中的  现在适合获得准
确的数值解：事实上，哈密顿量的初始值和初始数据都为近似于全机精度。我们现在固定时间步⻓ ，从⽽执⾏ 200
个积分步骤，通过使⽤ 4 阶⽅法 HBVM(2,2)（即⾟ 2 阶段⾼斯⽅法）和 。根据定理 ，后⼀种⽅法是节能
的。计算的数值解证实了这⼀点，对于 ，最⼤能量误差为 ，对于 ，最⼤能量误差为 

。在图 3 的上图中，我们绘制了计算解的实部中的误差，⽽下图中是虚部中的误差。此外，左边的地块涉及

）



HBVM(20,2) ⽅法，最⼤误差分别为  和 。同样，右侧的图涉及 HBVM(2,2) ⽅法，最⼤误差分别为 
 和 。然后得出结论，能量守恒⽅法提供的解决⽅案⾮常准确（⼤约⼀个数量级），w.r.t.由⾟ 2 级⾼斯

⽅法提供的⼀种。因此，⾄少在这种情况下，能量守恒似乎赋予计算的数值解更多的可靠性。

6. Conclusions 

在本⽂中，我们考虑了具有周期性边界条件的波算⼦⾮线性薛定谔⽅程的数值解。该问题⾸先通过傅⾥叶-伽辽⾦空间半离散
化转化为哈密顿形式。 HBVMs 类中的节能 Runge-Kutta ⽅法随后被⽤于时间积分，同时保存系统的能量。还研究了这些⽅法
的有效实现，表明它们每步的计算复杂度在半离散问题的维度上是线性的，并且已经在⼏个测试问题上评估了它们的有效性。
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