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图 1: 时间序列建模流程图
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给定时间序列 X1, · · · ,Xt , 如何预测下一时刻序列值 Xt+1 或 k
步以后的序列值 Xt+k 是时间序列分析的主要目的之一.
人们希望预测得越“准确" 越好. 这里的准确性是在某种准则意义
下的, 常见的准则有均方误差准则. 由于平稳序列可以中心化, 故
本节仅考虑零均值且方差有限的平稳序列.
本节讨论平稳序列的最佳预测和最佳线性预测, 并将其应用于
AR 模型的预测问题.
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最佳预测

设 X̂t(k) 是由时间序列 X1, · · · ,Xt 对于 Xt+k 的预测值. 为了衡
量预测值 X̂t(k) 的精确程度, 常用的衡量准则为二次损失函数

E
(

Xt+k − X̂t(k)
)2

. (4.42)

因此, 我们希望预测值 X̂t(k) 能使得二次损失函数 (4.42) 达到最
小. 若能找到某一 X̂t(k) 使得 (4.42) 达到最小, 则称 X̂t(k) 为
Xt+k 的最佳预测. 记 Xt = (X1, · · · ,Xt)

T, 我们有下面的结论.
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最佳预测

定理 (4.4)
给定时间序列 X1, · · · ,Xt , 则使得二次损失函数 (4.42) 达到最小
的预测值为条件期望

X̂t(k) = E (Xt+k | Xt)
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最佳预测

证 对于某一预测函数 f (Xt), 其二次损失函数

E (Xt+k − f (Xt))
2

=E (Xt+k − E (Xt+k | Xt) + E (Xt+k | Xt)− f (Xt))
2

=E (Xt+k − E (Xt+k | Xt))
2 + 2E (ξt+k)

+ E (E (Xt+k | Xt)− f (Xt))
2 ,

(4.43)

式中 ξt+k = (Xt+k − E (Xt+k | Xt)) (E (Xt+k | Xt)− f (Xt)). 易
知, E (Xt+k | Xt) 和 f (Xt) 是 Xt 的函数.
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最佳预测

因此, 给定数据 Xt = (X1, · · · ,Xt)
T, 我们有

E (ξt+k | Xt)

= (E (Xt+k | Xt)− f (Xt))× E (Xt+k − E (Xt+k | Xt))

= (E (Xt+k | Xt)− f (Xt))× (EXt+k − E (E (Xt+k | Xt)))

= (E (Xt+k | Xt)− f (Xt))× 0

=0
(4.44)

上面倒数第二个等式成立的原因是条件期望有一个特殊的性质,
即条件期望的期望等于无条件期望.
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最佳预测

从而, 由 (4.44) 式可得

E (ξt+k) = E (E (ξt+k | Xt)) = 0 (4.45)

把 (4.45) 式带入 (4.43) 可得,

E (Xt+k − f (Xt))
2

=E (Xt+k − E (Xt+k | Xt))
2 + E (E (Xt+k | Xt)− f (Xt))

2

(4.46)
显然, (4.46) 式中等式右边的第一项与预测函数 f (Xt) 无关, 而
第二项是非负的.
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最佳预测

欲使 (4.46) 式达到最小, 只需让预测函数

f (Xt) = E (Xt+k | Xt)

即可. 从而完成了定理 4.4 的证明.
由定理 4.4 可知, 给定数据 Xt , 其 k 步最佳预测为其条件期望.
然而, 在实际应用中, 条件期望的具体表达式往往末知, 故难以具
体实现. 因此, 人们往往考虑简单的线性预测模型.
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最佳线性预测

给定某一中心化的平稳序列 Xt = (X1, · · · ,Xt)
T, 考虑用

X1, · · · ,Xt 的某一线性组合

aTXt =

t∑
i=1

aiXi

来预测 k 步之后的序列值 Xt+k , 其中 a = (a1, · · · , at)
T. 人们希

望寻找某一向量 a 使得 aTXt 尽可能逼近 Xt+k .
一般地, 其逼近程度用二次损失函数 (4.42) 来衡量.
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最佳线性预测

因此, 人们寻找某一向量 a 使得

E
(
Xt+k − aTXt

)2 (4.47)

达到最小. 设 a∗ 使得 (4.47) 式达到最小, 我们称 (a∗)T Xt 为
Xt+k 的最佳线性预测, 并记为 X̂t(k) 或 L (Xt+k | Xt). 由于
Xt+k − aTXt 为预测误差, 则最佳线性预测是所有线性预测中, 使
得均方误差达到最小的预测.
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最佳线性预测

比较 (4.42) 式和 (4.47) 式可知, 最佳线性预测的预测效果往往比
定理 4.4 中给出的最佳预测的预测效果差, 因为最佳线性预测只
是在线性类里面寻找最佳的向量, 而最佳预测在均方误差意义下
是最好的预测.
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最佳线性预测

对于均值 µ 不为零的平稳序列 Y1, · · · ,Yt , 其中 Yi = Xi + µ, 则
其 k 步最佳线性预测可表示为

Ŷt(k) = L (Xt+k | Xt) + µ,

即先对序列 Y1, · · · ,Yt 都减去均值 µ 得到 X1, · · · ,Xt , 再由其
最佳线性预测加上均值 µ 即可. 显然, EŶt(k) = µ = E (Yt+k).
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最佳线性预测的求解

对于任意 t 维向量 b, 我们有

E
(
Xt+k − bTXt

)2
=E

(
Xt+k − aTXt + aTXt − bTXt

)2
=E

(
Xt+k − aTXt

)2
+ E

(
(a − b)TXt

)2
+

2(a − b)T (
E (XtXt+k)− E

(
XtXT

t
)

a
)

(4.48)
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最佳线性预测的求解

显然, 假如如下的关系成立

E (XtXt+k)− E
(
XtXT

t
)

a = 0t (4.49)

其中 0t 为 t 维零向量, 则由 (4.48) 式易知,

E
(
Xt+k − bTXt

)2 ⩾ E
(
Xt+k − aTXt

)2
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最佳线性预测的求解

此时, aTXt 为最佳线性预测, 且预测均方误差

E
(
Xt+k − aTXt

)2
= EX2

t+k + aTE
(
XtXT

t
)

a − 2aTE (XtXt+k)

= EX2
t+k + aTE

(
XtXT

t
)

a − 2aTE
(
XtXT

t
)

a
= EX2

t+k − aTE
(
XtXT

t
)

a

由上面的讨论可知, 假如向量 a 满足 (4.49) 式, 则相应的线性组
合 aTXt 即为 Xt+k 的最佳线性预测.
因此, 我们称 (4.49) 式为预测方程, 即可以通过解方程 (4.49) 来
获得最佳线性预测的向量 a.
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最佳线性预测的求解

记 Γ = E
(
XtXT

t
)
,ηk = E (XtXt+k), 则预测方程 (4.49) 即为一

个非齐次线性方程组
Γa = ηk , (4.50)

其中 Γ ∈ Rt×t ,ηk ∈ Rt . 易知 Γ 为半正定矩阵, 因为对于任意的
t 维向量 c, cTΓc = E

(
cTXt

)2 ⩾ 0. 假设矩阵 Γ 可逆, 则由预测
方程 (4.50) 式, 易知解向量为

â = Γ−1ηk (4.51)

假如 Γ 不可逆, 即其行列式 det(Γ) = 0, 则由线性代数的知识可
知预测方程 (4.50) 的解向量仍然存在. 下面给出其一个解向量.
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最佳线性预测的求解

对于半正定矩阵 Γ, 总存在一个正交矩阵 Q 使 Γ 对角化, 即

QΓQT = E
(
QXtXT

t QT) = diag (λ1, · · · , λr , 0, · · · , 0)

其中 λ1 ⩾ · · · ⩾ λr > 0 为 Γ 的 r 个大于零的特征值. 记
Y = QXt = (Y1, · · · ,Yt)

T, 并设 ξ 为 Y 的前 r 个随机变量, 即
ξ = (Y1, · · · ,Yr)

T , 0t−r 为 t − r 维零向量, 则

E
(
ξξT) = diag (λ1, · · · , λr) ,Y =

[
ξ

0t−r

]
, a.s..
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最佳线性预测的求解

若记 ζ =
[
E
(
ξξT)]−1 E (ξXt+k), 则可以验证

â = QT
[

ζ
0t−r

]
(4.52)

满足预测方程 (4.50),
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最佳线性预测的求解

因为

QΓâ = QΓQT
[

ζ
0t−r

]
= diag (λ1, · · · , λr , 0, · · · , 0)

[
ζ

0t−r

]
=

[
E (ξXt+k)

0t−r

]
= E

[(
ξ

0t−r

)
Xt+k

]
= E [YXt+k ] = E [QXtXt+k ]

= Qηk

上面等式分别左乘矩阵 QT, 即得 (4.50) 式. 因此 (4.52) 式是预
测方程 (4.50) 式的一个解.
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最佳线性预测的求解

当 Γ 不可逆时, 根据矩阵论的知识, 解向量不是唯一的. 设 â 如
(4.52) 所示, 则 âTXt 为 Xt+k 的最佳线性预测. 对于任意其他向
量 b ∈ RT, 根据 (4.48) 式, 我们有

E
(
Xt+k − bTXt

)2
= E

(
Xt+k − âTXt

)2
+ E

(
(â − b)TXt

)2
因此, 若 bTXt 也是最佳线性预测, 则有 E

(
(â − b)TXt

)2
= 0, 即

âTXt = bTXt , a.s.

换句话说, 最佳线性预测是几乎处处唯一的.
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最佳线性预测的求解

综上所述, 我们有如下的结论. 定理 4.5 对于预测方程 (4.49) 式
或 (4.50) 式, 当 Γ 可逆时, 最佳线性预测的解向量 â 如 (4.51) 式
所示, 当 Γ 不可逆时, 解向量 â 可采用 (4.52) 式.

需要指出的是, 定理 4.5 中讨论的是 k ⩾ 1 的情形. 当 k ⩽ 0 时,
即需预测的时刻只是当前或历史时刻, 则易证其最佳预测和最佳
线性预测都是其本身, 即

L (Xt+k | Xt) = Xt+k , 当k ⩽ 0.
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最佳线性预测的求解

由 (4.49) 式可知,

E
((

Xt+k − aTXt
)

XT
t
)
= 0T

t , (4.53)

即预测误差 Xt+k − aTXt 和 Xt 线性无关. 我们称预测 aTXt 为
Xt+k 关于 Xt 的线性投影. 因此, 在线性预测类中, 线性投影是
均方误差最小的线性预测.
对于任意的 t 维列向量 b,

E
((

Xt+k − aTXt
) (

bTXt
))

= 0,

因此预测误差 Xt+k − aTXt 垂直于由 Xt 张成的线性空间
H =

{
bTXt , b ∈ Rt}. 因此, aTXt 是 Xt+k 在空间 H 上的投影.
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最佳线性预测的求解

图 2: 投影演示

预测误差 Xt+k − aTXt 垂直于由 Xt 张成的线性空间
H =

{
bTXt , b ∈ Rt}. 因此, aTXt 是 Xt+k 在空间 H 上的投影.
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最佳线性预测与最小二乘回归的关系

线性预测是由已有的序列 Xt 的某个线性组合对将来的序列值进
行预测, 因此 Xt+k 可表示为

Xt+k = aTXt + εt+k ,

其中没有常数项的原因是该序列的均值为零. 上式与线性回归的
形式非常相似.
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

最佳线性预测与最小二乘回归的关系

假设观测值序列 xt = (xt−n+1, xt−n+2, · · · , xt)
T, 给定 T 个数据

对 {xt+k , xt}, t = 1, · · · ,T , 则 xt+k 的线性预测为

xt+k = bT xt + εt+k .
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

最佳线性预测与最小二乘回归的关系

则使残差平方和
T∑

t=1

(
xt+k − bTxt

)2
达到最小的参数 b 的最小二乘解为

b =

[ T∑
t=1

xtxT
t

]−1 [ T∑
t=1

xtxt+k

]

=

[
1

T

T∑
t=1

xtxT
t

]−1 [
1

T

T∑
t=1

xtxt+k

] (4.54)
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

最佳线性预测与最小二乘回归的关系

比较 (4.54) 式和最佳线性预测的参数估计 (4.51) 式可知, (4.54)
式中的参数 b 是由样本矩 1

T
∑T

t=1 xtxT
t 和 1

T
∑T

t=1 xtxt+k 估计
的, 而 (4.51) 式中的参数 a 是由总体矩 E

(
XtXT

t
)
和

E (XtXt+k) 估计的.

因此, 线性回归是对观测序列的处理, 而最佳线性预测是对于总
体信息的处理. 不过对于平稳序列 Xt , 当该序列具有各态历经
(遍历) 性时, 可以证明, 随着数据量 T 的增大, 样本矩将依概率
收玫于总体矩. 因此, b 也依概率收敛于 a. 所以, 线性回归得到
的系数是最佳线性预测的参数的一个一致估计.
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

最佳线性预测和最佳预测相等的情形

一般而言，在均方误差意义下, 最佳预测比最佳线性预测效果好.
然而, 在某些情形下, 这两者是相等的. 下面给出最佳预测和最佳
线性预测相等的两种特殊情形. 需要指出的是, 这里的相等都是
在几乎处处 (a.s.) 意义下相等的.

定理 (4.6)
对于零均值的时间序列 Xt , 若 (X1, · · · ,Xt ,Xt+k)

T 服从多元正
态分布 N (0,Σ), 则最佳预测和最佳线性预测相等, 即

E (Xt+k | Xt) = L (Xt+k | Xt)
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

最佳线性预测和最佳预测相等的情形

证设 X̂t(k) = L (Xt+k | Xt), 则根据 (4.53) 式可知，预测误差
Xt+k− X̂t(k) 和 Xt 线性无关, 根据多元正态分布的性质可知,
Xt+k − X̂t(k) 和 Xt 相互独立. 从而 Xt+k − X̂t(k) 与任意可测函
数 g(·) 作用于 Xt 而得到的随机变量 g (Xt) 都相互独立.
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

最佳线性预测和最佳预测相等的情形

从而对于任意的预测函数 g (Xt), 我们有

E (Xt+k − g (Xt))
2 =E

(
Xt+k − X̂t(k) + X̂t(k)− g (Xt)

)2

=E
(

Xt+k − X̂t(k)
)2

+ E
(

X̂t(k)− g (Xt)
)2

+

2E
((

Xt+k − X̂t(k)
)(

X̂t(k)− g (Xt)
))

= E
(

Xt+k − X̂t(k)
)2

+ E
(

X̂t(k)− g (Xt)
)2

⩾E
(

Xt+k − X̂t(k)
)2

(4.55)
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

最佳线性预测和最佳预测相等的情形

上面倒数第一个等式成立的原因是在于, X̂t(k) 和 g (Xt) 都是由
Xt 变化而来的, 从而 Xt+k − X̂t(k) 与 X̂t(k)− g (Xt) 相互独立,
故根据序列的零均值可知,

E
[(

Xt+k − X̂t(k)
)(

X̂t(k)− g (Xt)
)]

= 0.

则由最佳预测的定义及 (4.55) 式可知, X̂t(k) 即为最佳预测.

定理 4.6 说明当时间序列为零均值的正态过程时, 最佳预测与最
佳线性预测是相等的. 需要注意的是, 该结论并没有要求序列必
须满足平稳性. 进一步的, 若取消零均值的限制时, 该结论仍然成
立. 具体证明过程留给读者.
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

最佳线性预测和最佳预测相等的情形

定理 (4.7)
若平稳序列 Xt 可以表示为

Xt =

∞∑
j=0

ajεt−j (4.56)

其中 εt 为白噪声序列, 则最佳预测和最佳线性预测相等的充要条
件为

E (εt+1 | εt , εt−1, · · · ) = 0 (4.57)
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

最佳线性预测和最佳预测相等的情形

定理 4.7 的证明过程可参考何书元 (2003). 特别地, 当 {εt} 为高
斯白噪声时, (4.57) 式显然成立. 由于 AR(p) 序列 Xt 可以表示
为 (4.56) 式, 因此, 由定理 4.7 可知, 当 εt 为独立白噪声时, 最佳
预测与最佳线性预测是相等的.

特别地, εt 为高斯白噪声时, 任意两个时刻的噪声都相互独立, 故
(4.57) 式成立, 此时最佳预测与最佳线性预测是相等的.
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

1 4.6.1 最佳预测

2 4.6.2 最佳线性预测

3 4.6.3 AR 模型的预测

4 4.6.4 修正预测

5 参考资料
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR 模型的预测

假设平稳序列 Xt 服从 AR(p) 模型

Xt =

p∑
j=1

ajXt−j + εt

其中 {εt} 为零均值白噪声. 考虑用 Xt = (X1, · · · ,Xt)
T 预测 k

步之后的序列值 Xt+k .
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳预测

考虑 {εt} 为零均值高斯白噪声情形下的 AR(p) 序列 Xt 的最佳
预测. 根据定理 4.4,Xt+k 的最佳预测 X̂t(k) 为条件期望
E (Xt+k | Xt). 当 k = 1 时,

X̂t(1) = E (Xt+1 | Xt)

= E ((a1Xt + a2Xt−1 + · · ·+ apXt+1−p + εt+1) | Xt)

= E ((a1Xt + a2Xt−1 + · · ·+ apXt+1−p) | Xt) + E (εt+1 | Xt)

=

p∑
j=1

ajXt+1−j ,
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳预测

上面最后一个等式成立的原因如下:

已知序列 Xt = (X1, · · · ,Xt)
T, 则条件期望

E (Xt+1−j | Xt) = Xt+1−j , j = 1, · · · , p; 且 εt+1 为将来时刻的噪
声, 与已有数据 Xt 独立, 故 E (εt+1 | Xt) = E (εt+1) = 0.
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳预测

当 k = 2 时, 最佳预测 X̂t(2) 为条件期望 E (Xt+2 | Xt), 因此,

X̂t(2) =E (Xt+2 | Xt)

=E ((a1Xt+1 + a2Xt + · · ·+ apXt+2−p + εt+2) | Xt)

=a1E (Xt+1 | Xt) + E ((a2Xt + a3Xt−1 + · · ·+ apXt+2−p) | Xt)

+ E (εt+2 | Xt)

=a1X̂t(1) + a2Xt + a3Xt−1 + · · ·+ apXt+2−p
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳预测

当 k = 3 时, 最佳预测 X̂t(3) 可表示为,

X̂t(3) =E (Xt+3 | Xt)

=E ((a1Xt+2 + a2Xt+1 + a3Xt + · · ·+ apXt+3−p + εt+3) | Xt)

=a1E (Xt+2 | Xt) + a2E (Xt+1 | Xt)

+ E ((a3Xt + a4Xt−1 + · · ·+ apXt+3−p) | Xt) + E (εt+3 | Xt)

=a1X̂t(2) + a2X̂t(1) + a3Xt + a4Xt−1 + · · ·+ apXt+3−p
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳预测

由数学归纳法易知, 当 k > 1 时, X̂t(k) 的最佳预测为

X̂t(k) =


k−1∑
j=1

ajX̂t(k − j) +
p∑

j=k
ajXt+k−j , k ⩽ p

p∑
j=1

ajX̂t(k − j), k > p
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳预测

综上所述, 当 {εt} 为零均值高斯白噪声时, AR(p) 序列 Xt 的 k
步最佳预测 X̂t(k) 可表示为

X̂t(k) =



p∑
j=1

ajXt+1−j , k = 1

k−1∑
j=1

ajX̂t(k − j) +
p∑

j=k
ajXt+k−j , 1 < k ⩽ p

p∑
j=1

ajX̂t(k − j), k > p

(4.58)

从 (4.58) 式可知, 若已知 AR(p) 序列的系数 a1, · · · , ap, 我们只
用数据 {Xt ,Xt−1, · · · ,Xt+1−p} 即可预测 Xt+k , 而不需要其他数
据. 因此, 该预测式子非常简单, 这也是实践中常用 AR 模型的原
因之一. 然而, 当 εt 不是独立序列时, (4.58) 式往往不再成立, 即
此时最佳预测难以有显式表达式.
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳线性预测

由前一小节的讨论可知, 当 {εt} 为高斯白噪声时, 最佳线性预测
与最佳预测是一致的. 然而, 当 {εt} 不是独立白噪声时, 最佳线
性预测与最佳预测一般不相等. 然而当历史数据足够多时, 最佳
线性预测往往近似于最佳预测. 并且由于最佳线性预测有显式表
达式, 易于操作, 人们往往考虑 AR(p) 序列的最佳线性预测.
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳线性预测

假设 {εt} 为白噪声. 当 1 ⩽ t ⩽ p − 1 时, 自协方差矩阵
Γ = E

(
XtXT

t
)
往往可逆. 此时, 根据 (4.51) 式, Xt+k 的最佳线

性预测的预测向量 a = Γ−1ηk , 其中 ηk = E (XtXt+k). 则最佳线
性预测为

X̂t(k) = L (Xt+k | Xt) = ηT
k Γ

−1Xt

预测的均方误差为

E
(

Xt+k − X̂t(k)
)2

= EX2
t+k − aTE

(
XtXT

t
)

a = γ0 − ηT
k Γ

−1ηk
(4.59)
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳线性预测

由于 AR(p) 序列 Xt 可表示为

Xt =

∞∑
j=0

gjεt−j

则根据白噪声的性质可知, Xt 与 εt+k 线性无关. 从而当 t ⩾ p
时,

X̂t(k) = L

 p∑
j=1

ajXt+k−j + εt+k | Xt

 = L

 p∑
j=1

ajXt+k−j | Xt


=

p∑
j=1

ajL (Xt+k−j | Xt) .
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳线性预测

当 j ⩾ k 时, L (Xt+k−j | Xt) = Xt+k−j . 因此, Xt+k 的最佳线性
预测可表示为

X̂t(k) = L (Xt+k | Xt)

=



p∑
j=1

ajXt+1−j , k = 1,

k−1∑
j=1

ajX̂t(k − j) +
p∑

j=k
ajXt+k−j , 1 < k ⩽ p,

p∑
j=1

ajX̂t(k − j), k > p

(4.60)

上式和 (4.58) 式非常类似, (4.60) 式只不过把 (4.58) 式中最佳预
测替换为最佳线性预测而已. 然而这两个式子的条件是有所不同
的. (4.58) 式中要求噪声为高斯白噪声, 而 (4.60) 式中仅要求噪
声为白噪声即可.
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳线性预测

例 ( 4.12 )
AR(1) 模型的预测. 设

Xt = a1Xt−1 + εt .

其中 εt 为白噪声.
记 Xt = (X1, · · · ,Xt)

T, 则根据 (4.60) 式, Xt+k 的最佳线性预测
为

X̂t(k) = L (Xt+k | Xt) = a1X̂t(k − 1) = a2
1X̂t(k − 2) = · · · = ak

1Xt
(4.61)

则预测均方误差为 E
(

Xt+k − X̂t(k)
)2

= E
(
Xt+k − ak

1Xt
)2.
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳线性预测

根据 AR(1) 序列的平稳性, 可知 |a1| < 1. 则当 k → ∞ 时,
ak
1 → 0. 故预测均方误差

E
(

Xt+k − X̂t(k)
)2

→ EX2
t+k = γ0, k → ∞

上式说明, 当预测的步长越大, 预测的精度越低. 当 {εt} 为高斯
白噪声时, (4.61) 式也是 AR(1) 模型的最佳预测.
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳线性预测

例 ( 4.13 )
AR(2) 模型的预测. 设

Xt = a1Xt−1 + a2Xt−2 + εt

其中 {εt} 为白噪声.
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

AR(p) 序列的最佳线性预测

根据 (4.60) 式, Xt+k 的最佳线性预测为

X̂t(1) = L (Xt+1 | Xt) = a1Xt + a2Xt−1

X̂t(2) = L (Xt+2 | Xt) = a1X̂t(1) + a2Xt

X̂t(3) = L (Xt+3 | Xt) = a1X̂t(2) + a2X̂t(1)

· · ·
X̂t(k) = L (Xt+k | Xt) = a1X̂t(k − 1) + a2X̂t(k − 2)

即 AR(2) 模型的预测可以采用递推的形式得到. 从中可见，最佳
线性预测 X̂t(k) 最终可以由 Xt 和 Xt−1 的线性组合表出.
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基于无限数据的 AR(p) 序列预测

前面讨论的是有限历史数据的情形. 若历史数据为无穷多, 即已
知数据 {Xt ,Xt−1, · · · } , t 为当前时刻, 则 AR(p) 序列的最佳预
测有另外一种表达形式, 而且最佳预测的预测误差有简单表达式.
此时, 根据定理 4.7 可知, AR(p) 序列的最佳预测与最佳线性预
测相等.

刘洋 四川师范大学数学科学学院

时间序列分析及应用 54 / 75



4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

基于无限数据的 AR(p) 序列预测

根据 Green 公式, AR(p) 序列 Xt 可表示为

Xt =
∞∑

j=0

gjεt−j (4.62)

其中 gj 为 Green 函数的系数. 则

Xt+k = (εt+k + g1εt+k−1 + · · ·+ gk−1εt+1)+(gkεt + gk+1εt−1 + · · · ) .

上式中, εt , εt−1, · · · 为当前及过去的噪声序列.
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基于无限数据的 AR(p) 序列预测

记
et(k) = εt+k + g1εt+k−1 + · · ·+ gk−1εt+1

X̂t(k) = gkεt + gk+1εt−1 + · · ·
(4.63)

则 Xt+k = et(k) + X̂t(k). 由 AR 模型的传递形式 (4.10) 可知,
X̂t(k) 可表示为 {Xt ,Xt−1, · · · } 的线性组合, 即

X̂t(k) =
∞∑

j=0

djXt−j

若 εt 是均值为 0 , 方差为 σ2 的高斯白噪声, 则 {εt+k , · · · , εt+1}
与 {εt , εt−1, · · · } 相互独立.
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基于无限数据的 AR(p) 序列预测

故由无限多的历史数据 Xt = {Xt ,Xt−1, · · · } 可得

E
(

X̂t(k) | Xt

)
= X̂t(k),Var

(
X̂t(k) | Xt

)
= 0.

根据定理 4.4,Xt+k 的最佳预测为

E (Xt+k | Xt) = E
((

et(k) + X̂t(k)
)
| Xt

)
= E (et(k) | Xt) + E

(
X̂t(k) | Xt

)
= E (et(k)) + X̂t(k) = X̂t(k).

(4.64)
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基于无限数据的 AR(p) 序列预测

即最佳预测为 X̂t(k), 且预测的方差为

Var (Xt+k | Xt) = Var (et(k) | Xt) + Var
(

X̂t(k) | Xt

)
= Var (et(k))
=

(
1 + g21 + · · ·+ g2k−1

)
σ2

(4.65)
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

基于无限数据的 AR(p) 序列预测

由于噪声服从正态分布, 故 X̂t(k) 也服从正态分布. 由 (4.64) -
(4.65) 式可知，当噪声为高斯白噪声且知无限多的历史样本数据
xt = {xt , xt−1, · · · } 时, 对于 Xt+k 的最佳预测将服从正态分布
N (x̂t(k),Var (et(k)) , 从而得到预测的 (1− α) 的置信区间为(

x̂t(k)± zα
2

(
1 + g21 + · · ·+ g2k−1

) 1
2 σ

)
, (4.66)

式中 zα
2

表示标准正态分布的上 α
2 分位数.
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基于无限数据的 AR(p) 序列预测

例 ( 4.14 )
设某城市每年的降雨量 (单位: mm ) 近似服从 AR(2) 模型

Xt = 200 + 0.5Xt−1 + 0.3Xt−2 + εt , εt ∼ N (0, 100)

已知 2009− 2011 这三年的降雨量分别为: 1100�1000�1120. 请预
测该市今后四年的降雨量及其 95% 的置信区间.

由于噪声为高斯白噪声, 而且模型给定, 因此该模型可看为根据
无限多的历史数据而得到的, 故最佳预测与最佳线性预测相等.
因此我们只需考虑最佳线性预测.
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4.6.1 最佳预测 4.6.2 最佳线性预测 4.6.3 AR 模型的预测 4.6.4 修正预测 参考资料

基于无限数据的 AR(p) 序列预测

(1) 预测值的计算. 根据 (4.60) 式, 今后四年降雨量的预测值如
下所示:

2012 年: x̂2011(1) = 200 + 0.5× x2011 + 0.3× x2010 = 1060,
2013 年: x̂2011(2) = 200 + 0.5× x̂2011(1) + 0.3× x2011 = 1066,
2014 年: x̂2011(3) = 200 + 0.5× x̂2011(2) + 0.3× x̂2011(1) = 1051,
2015 年: x̂2011(4) = 200+0.5× x̂2011(3)+0.3× x̂2011(2) = 1062.1.
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基于无限数据的 AR(p) 序列预测

(2) 预测方差的计算. 根据 Green 函数的递推公式, 可得该 AR(2)
模型的 Green 系数为

g0 = 1

g1 = a1g0 = 0.5

g2 = a1g1 + a2g0 = 0.5× 0.5 + 0.3× 1 = 0.55

g3 = a1g2 + a2g1 = 0.5× 0.55 + 0.3× 0.5 = 0.425

从而可得预测方差为

Var (x̂2011(1)) = g20σ2 = 100

Var (x̂2011(2)) =
(
g20 + g21

)
σ2 = 125

Var (x̂2011(3)) =
(
g20 + g21 + g22

)
σ2 = 155.25

Var (x̂2011(4)) =
(
g20 + g21 + g22 + g23

)
σ2 = 173.3125
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基于无限数据的 AR(p) 序列预测

(3) 置信区间的计算. 由于标准正态分布的 0.975 分位点
z0.975 = 1.96, 则根据 (4.66) 式, 我们可得 2012− 2015 年预测的
置信区间如下所示.

2012 年: (1040.40, 1079.60),

2013 年: (1044.09, 1087.91),
2014 年: (1026.58, 1075.42),
2015 年: (1036.30, 1087.90).

从中可知, 预测的置信区间随着预测步长的增加而增大.
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1 4.6.1 最佳预测

2 4.6.2 最佳线性预测

3 4.6.3 AR 模型的预测

4 4.6.4 修正预测

5 参考资料
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修正预测

预测的步长越长, 末知信息就越多, 从而估计的精度就越差. 然
而, 随着时间的发展，我们在原有的观测值 {· · · , xt−1, xt} 的基
础上，不断获得新的观测值 {xt+1, xt+2, · · · }. 这些新观测值带来
更多的信息, 从而预测末来时刻的末知信息逐渐减少.
因此, 利用新观测值的信息, 我们可以更好地预测末来的序列值
xt+k , 预测精度将提高. 这就是所谓的修正预测.
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修正预测

修正预测有两种处理方式.
一种处理方法是把新的观测值和原数据合并, 重新拟合模型, 然
后再利用拟合后的模型预测 xt+k ;
另一种处理方法是利用原来的拟合模型, 然后利用新观测值修正
原来的拟合模型, 从而得到新的拟合模型. 当新的观测序列很多
时或易于操作时, 可采用第一种方法. 然而, 当新的观测并不多
时, 第一种方法不是最佳选择.
此时, 第二种方法将更加简便. 下面介绍第二种处理方法.
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修正预测

假设已知观测值 {· · · , xt−1, xt}, 则其 k 步最佳预测如 (4.63) 式
所示. 若获得时刻 t + 1 的观测值 xt+1, 即现有数据为
{· · · , xt−1, xt , xt+1}, 则根据 (4.63) 式, xt+k 的预测值为

x̂t+1(k − 1) = gk−1εt+1 + gkεt + gk+1εt−1 + · · ·
= gk−1εt+1 + x̂t(k)

(4.67)

其中 εt+1 = xt+1 − x̂t(1) 表示 xt+1 的一步预测误差, x̂t+1(k − 1)
表示根据数据 {· · · , xt−1, xt , xt+1} 对 k − 1 步后的 xt+k 的预测
值, 而 x̂t(k) 表示根据数据 {· · · , xt−1, xt} 对 k 步后的 xt+k 的预
测值. 实际上, 修正后的预测值 x̂t+1(k − 1) 和原来的预测值
x̂t(k) 都是对序列值 xt+k 的预测.
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修正预测

此时, 修正后的预测误差为

et+1(k − 1) = xt+k − x̂t(k) = g0εt+k + · · ·+ gk−2εt+2.

因此, 其预测误差的方差为

Var (et+1(k − 1)) =
(
1 + g21 + · · ·+ g2k−2

)
σ2,

其中 σ2 为白噪声的方差. 与原预测的误差方差 (4.65) 相比, 修正
后的预测方差减少了 g2k−1σ

2, 因此, 修正后的预测精度有所提高.
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修正预测

一般地, 假如获得新观测值 xt+1, · · · , xt+l(1 ⩽ l < k), 则 xt+k 的
修正预测值为

x̂t+1(k − 1) = gk−lεt+l + · · ·+ gk−1εt+1 + gkεt + gk+1εt−1 + · · ·
= gk−lεt+l + · · ·+ gk−1εt+1 + x̂t(k)

其中 εt+j = xt+j − x̂(t+j−1)+1(1 ⩽ j ⩽ l) 为 xt+j 的一步预测误
差. 此时, 修正后的预测方差为

Var (et+l(k − l)) =
(
1 + g21 + · · ·+ g2k−l−1

)
σ2.

从上面的分析可知, 当我们获得新的观测值时, 修正后的预测方
差将减少, 从而提高了预测精度. 而且这种修正方式简单, 易于操
作.
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修正预测

例 ( 4.15 )
(例 4.14 续) 假如已知 2012 年该市的降雨量为 1100 mm, 预测后
三年该市的降雨量及其 95% 的置信区间.

(1) 计算 2012 年的一步预测误差:

ε2012 = x2012 − x̂2011(1) = 1100− 1060 = 40.
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修正预测

例 ( 4.15 )
(例 4.14 续) 假如已知 2012 年该市的降雨量为 1100 mm, 预测后
三年该市的降雨量及其 95% 的置信区间.
(1) 计算 2012 年的一步预测误差:

ε2012 = x2012 − x̂2011(1) = 1100− 1060 = 40.
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修正预测

(2) 计算修正预测值:

x̂2012(1) = g1ε2012 + x̂2011(2) = 1086

x̂2012(2) = g2ε2012 + x̂2011(3) = 1073

x̂2012(3) = g3ε2012 + x̂2011(4) = 1079.1.

(3) 计算修正预测方差:

Var (e2012(1)) = g20σ2 = 100

Var (e2012(2)) =
(
g20 + g21

)
σ2 = 125

Var (e2012(3)) =
(
g20 + g21 + g22

)
σ2 = 155.25
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Var (e2012(1)) = g20σ2 = 100
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修正预测

(4) 该市降雨量 l(1 ⩽ l ⩽ k − 1) 步预测值的 95% 的置信区间为(
x̂2012(l)− 1.96

√
Var (e2012(l)), x̂2012(l) + 1.96

√
Var (e2012(l))

)
.

相应结果见表 4.7, 从中可知, 修正预测的置信区间比原预测的置
信区间有所缩小, 即预测精度有所提高.

表 4.7 修正预测与原预测的比较

原预测 修正预测
年份 置信区间 长度 置信区间 长度
2012 (1040.40, 1079.60) 39.2

2013 (1044.09, 1087.91) 43.82 (1066.40, 1105.60) 39.2

2014 (1026.58, 1075.42) 48.84 (1051.09, 1094.91) 43.82

2015 (1036.30, 1087.90) 51.60 (1054.68, 1103.52) 48.84
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图 3: 时间序列分析及应用
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感谢

Thanks
本人非统计专业, 若有不妥之处, 恳请批评指正.

作者: 图灵的猫 邮箱: turingscat@126.com 主页: turingscat.club
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