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求解箭形线性方程组的一类追赶法
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摘　要：研究系数矩阵为箭形矩阵的线性方程组的求解问题．利用矩阵分解技术，结合箭形矩阵的结构特点，建立了

箭形线性方程组的一类追赶法．经运算量分析表明，此方法的运算量是线性量级，数值算例说明该方法实际可行．
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０　引 言

箭形矩阵作为一种特殊的稀疏矩阵，在现代控制理论中有着广泛的应用［１，２］，近年来不少研究者开始
关注它的性质与相关计算问题［３－８］．在涉及到关于网络、差分方程的求解、自动化理论以及逻辑电路等一些
实际问题时，常常会把问题归结到系数矩阵为箭形矩阵的线性代数方程组（简称箭形线性方程组）的求
解［９，１０］．因此，研究箭形线性方程组的有效解法是非常必要的．追赶法是求解三对角型线性方程组的一类常
用方法，因其计算公式简单，运算量和存储量小，近年来被先后推广应用于循环三对角、五对角、反五对角
与拟反五对角线性方程组、七对角线性方程组等对角型线性方程组［１１－１４］．本文利用矩阵分解，结合箭形矩
阵的结构特点，构建箭形线性方程组的追赶法．

１　预备知识

定义１　称如下结构的ｎ阶实矩阵为箭形矩阵：

Ａ＝

ａ１ ｆ２ ｆ３ ｆ４ … ｆｎ－１ ｆｎ
ｅ２ ａ２ ｃ２
ｅ３ ｂ３ ａ３ ｃ３
ｅ４ ｂ４ ａ４ ｃ４
   
ｅｎ－１ ｂｎ－１ ａｎ－１ ｃｎ－１
ｅｎ ｂｎ ａｎ

烄

烆

烌

烎

．

本文假设箭形矩阵Ａ 满足如下条件（＊）：
（１）ｂｉ ≠０（ｉ＝３，４，…，ｎ），ｃｉ ≠０（ｉ＝２，３，…，ｎ），ｅｉ，ｆｉ ≠０（ｉ＝２，３，…，ｎ）；

（２）｜ａ１｜＞∑
ｎ

ｉ＝２
｜ｆｉ｜，｜ａ２｜＞｜ｅ２｜＋｜ｃ２｜，｜ａｉ｜＞｜ｂｉ｜＋｜ｃｉ｜＋｜ｅｉ｜，｜ａｎ｜＞｜ｅｎ｜＋｜ｂｎ｜．

引理１［１５］　 若矩阵Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｒｎ×ｎ 严格对角占优，则ａｉｉ ≠０且Ａ 为非奇异矩阵．
引理２［１５］　设矩阵Ａ∈瓗ｎ×ｎ的各阶顺序主子式不等于零，则存在唯一的分解Ａ＝ＭＮ，其中Ｍ 为上
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三角矩阵，Ｎ 为单位下三角矩阵．
推论１　 若箭形矩阵Ａ 满足条件（＊），则Ａ 非奇异且存在唯一的分解Ａ＝ＭＮ，其中Ｍ 为上三角矩

阵，Ｎ 为单位下三角矩阵．
证明　若箭形矩阵Ａ满足条件（＊），则其各阶顺序主子阵仍满足条件（＊）．根据引理１和引理２，Ａ为

非奇异矩阵，且Ａ的各阶顺序主子式均不等于零．从而存在唯一的分解Ａ＝ＭＮ，其中Ｍ 为上三角矩阵，Ｎ
为单位下三角矩阵．

２　 箭形线性方程组的追赶法

考虑如下箭形线性代数方程组：

ａ１ ｆ２ ｆ３ ｆ４ … ｆｎ－１ ｆｎ
ｅ２ ａ２ ｃ２
ｅ３ ｂ３ ａ３ ｃ３
ｅ４ ｂ４ ａ４ ｃ４
   
ｅｎ－１ ｂｎ－１ ａｎ－１ ｃｎ－１
ｅｎ ｂｎ ａｎ

烄

烆

烌

烎

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ４


ｘｎ－１
ｘｎ

烄

烆

烌

烎

＝

ｄ１
ｄ２
ｄ３
ｄ４


ｄｎ－１
ｄｎ

烄

烆

烌

烎

． （１）

简记为：Ａｘ＝ｄ．
假设箭形矩阵Ａ 满足条件（＊），根据推论１，可实现矩阵分解Ａ＝ＭＮ．分解形式为：

Ａ＝

ｌ１ ｒ２ ｒ３ ｒ４ … ｒｎ－１ ｒｎ
ｌ２ ｍ２

ｌ３ ｍ３

ｌ４ ｍ４

  
ｌｎ－１ ｍｎ－１

ｌｎ

烄

烆

烌

烎

１
ｔ２ １
ｔ３ ｓ３ １
ｔ４ ｓ４ １
  
ｔｎ－１ ｓｎ－１ １
ｔｎ ｓｎ １

烄

烆

烌

烎

＝ＭＮ． （２）

利用矩阵乘法，

Ａ＝

ｌ１＋∑
ｎ

ｉ＝２
ｒｉｔｉ ｒ２＋ｒ３ｓ３ ｒ３＋ｒ４ｓ４ ｒ４＋ｒ５ｓ５ … ｒｎ－１＋ｒｎｓｎ ｒｎ

ｌ２ｔ２＋ｍ２ｔ３ ｌ２＋ｍ２ｓ３ ｍ２
ｌ３ｔ３＋ｍ３ｔ４ ｌ３ｓ３ ｌ３＋ｍ３ｓ４ ｍ３
ｌ４ｔ４＋ｍ４ｔ５ ｌ４ｓ４ ｌ４＋ｍ４ｓ５ ｍ４

  
ｌｎ－１ｔｎ－１＋ｍｎ－１ｔｎ ｌｎ－１ｓｎ－１ ｌｎ－１＋ｍｎ－１ｓｎ ｍｎ－１

ｌｎｔｎ ｌｎｓｎ ｌｎ

烄

烆

烌

烎

． （３）

比较（３）式两边元素，可得：

ｌｎ＝ａｎ，ｒｎ＝ｆｎ，ｓｎ＝ｂｎ／ａｎ，ｔｎ＝ｅｎ／ａｎ，

ｍｉ＝ｃｉ，ｌｉ＝ａｉ－ｃｉｓｉ＋１，ｓｉ＝ｂｉ／ｌｉ（ｉ＝ｎ－１，ｎ－２，…，２），

ｔｉ＝（ｅｉ－ｃｉｔｉ＋１）／ｌｉ，ｒｉ＝ｆｉ－ｒｉ＋１ｓｉ＋１（ｉ＝ｎ－１，ｎ－２，…，２），

ｌ１＝ａ１－∑
ｎ

ｉ＝２
ｒｉｔｉ．

烅

烄

烆

（４）

从而可将求解方程组Ａｘ＝ｆ化为依次求解
Ｍｙ＝ｄ，

Ｕｘ＝ｙ．｛ 具体算法如下：
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第一步：获得Ａ 的三角分解Ａ＝ＭＮ，形如（２）式，元素计算公式为（４）式．
第二步：解方程组Ｍｙ＝ｄ，即“追”的过程．
解方程组：

ｌ１ ｒ２ ｒ３ ｒ４ … ｒｎ－１ ｒｎ
ｌ２ ｍ２

ｌ３ ｍ３

ｌ４ ｍ４

  
ｌｎ－１ ｍｎ－１

ｌｎ

烄

烆

烌

烎

ｙ１
ｙ２
ｙ３
ｙ４


ｙｎ－１
ｙｎ

烄

烆

烌

烎

＝

ｄ１
ｄ２
ｄ３
ｄ４


ｄｎ－１
ｄｎ

烄

烆

烌

烎

．

得其解为：

ｙｎ＝ｄｎ／ｌｎ，

ｙｉ＝（ｄｉ－ｍｉｙｉ＋１）／ｌｉ（ｉ＝ｎ－１，ｎ－２，…，２），

ｙ１＝（ｄ１－∑
ｎ

ｉ＝２
ｒｉｙｉ）／ｌ１．

烅

烄

烆

（５）

第三步：解方程组Ｎｘ＝ｙ，即“赶”的过程．
解方程组：

１
ｔ２ １
ｔ３ ｓ３ １
ｔ４ ｓ４ １
  
ｔｎ－１ ｓｎ－１ １
ｔｎ ｓｎ １

烄

烆

烌

烎

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ４


ｘｎ－１
ｘｎ

烄

烆

烌

烎

＝

ｙ１
ｙ２
ｙ３
ｙ４


ｙｎ－１
ｙｎ

烄

烆

烌

烎

．

得其解为：

ｘ１＝ｙ１，

ｘ２＝ｙ２－ｔ２ｘ１，

ｘｉ＋１＝ｙｉ＋１－ｔｉ＋１ｘ１－ｓｉ＋１ｘｉ（ｉ＝２，３，…，ｎ－１）．
烅

烄

烆

（６）

上述算法即为求解箭形线性方程组的追赶法．用追赶法求解ｎ阶箭形线性方程组，矩阵分解、“追”和
“赶”的过程分别需要６ｎ－１０、３ｎ－３、２ｎ－３次乘、除法，合计只需（１１ｎ－１６）次乘除法，而大家熟知的高
斯消元法的运算量是（ｎ３／３＋ｎ２－ｎ／３）．由此可见，当ｎ较大时，追赶法的运算量比高斯消元法少很多．

３　 数值算例

　 例１　 用追赶法求解如下箭形线性代数方程组：Ａｘ＝ｄ．其中：

Ａ＝

２　１　１　１　１　１
１　２　１
１　１　２　１
１　 １　２　１
１　 １　２　１
１　 １　２

烄

烆

烌

烎

，ｄ＝

２
１
１
１
１
２

烄

烆

烌

烎

．

解 　 第一步：系数矩阵Ａ 实现三角分解，设
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Ａ＝

ｌ１ ｒ２ ｒ３ ｒ４ ｒ５ ｒ６
ｌ２ ｍ２

ｌ３ ｍ３

ｌ４ ｍ４

ｌ５ ｍ５

ｌ６

烄

烆

烌

烎

１
ｔ２ １
ｔ３ ｓ３ １
ｔ４ ｓ４ １
ｔ５ ｓ５ １
ｔ６ ｓ６ １

烄

烆

烌

烎

．

根据（４）式得：

ｌ６＝ａ６＝２，ｒ６＝ｆ６＝１，ｓ６＝ｂ６／ａ６＝１／２，ｔ６＝ｅ６／ａ６＝１／２，

ｍ５＝ｃ５＝１，ｌ５＝ａ５－ｃ５ｓ６＝３／２，ｒ５＝ｆ５－ｓ６ｒ６＝１／２，ｓ５＝ｂ５／ｌ５＝２／３，ｔ５＝ （ｅ５－ｃ５ｔ６）／ｌ５＝１／３，

ｍ４＝ｃ４＝１，ｌ４＝ａ４－ｃ４ｓ５＝４／３，ｒ４＝ｆ４－ｓ５ｒ５＝２／３，ｓ４＝ｂ４／ｌ４＝３／４，ｔ４＝ （ｅ４－ｃ４ｔ５）／ｌ４＝１／２，

ｍ３＝ｃ５＝１，ｌ３＝ａ３－ｃ３ｓ４＝５／４，ｒ３＝ｆ３－ｓ４ｒ４＝１／２，ｓ３＝ｂ３／ｌ３＝４／５，ｔ３＝ （ｅ３－ｃ３ｔ４）／ｌ３＝２／５，

ｍ２＝ｃ２＝１，ｌ２＝ａ２－ｃ２ｓ３＝６／５，ｒ２＝ｆ２－ｓ３ｒ３＝３／５，ｓ２＝ｂ２／ｌ２＝５／６，ｔ２＝ （ｅ２－ｃ２ｔ３）／ｌ２＝１／２，

ｌ１＝ａ１－∑
６

ｉ＝２
ｒｉｔｉ＝１／２．

烅

烄

烆

第二步：解方程组：

ｌ１ ｒ２ ｒ３ ｒ４ ｒ５ ｒ６
ｌ２ ｍ２

ｌ３ ｍ３

ｌ４ ｍ４

ｌ５ ｍ５

ｌ６

烄

烆

烌

烎

ｙ１
ｙ２
ｙ３
ｙ４
ｙ５
ｙ６

烄

烆

烌

烎

＝

ｄ１
ｄ２
ｄ３
ｄ４
ｄ５
ｄ６

烄

烆

烌

烎

．

得其解为：

ｙ６＝ｄ６／ｌ６＝１，ｙ５＝（ｄ５－ｍ５ｙ６）／ｌ５＝０，ｙ４＝（ｄ４－ｍ４ｙ５）／ｌ４＝３／４，

ｙ３＝（ｄ３－ｍ３ｙ４）／ｌ３＝１／５，ｙ２＝（ｄ２－ｍ２ｙ３）／ｌ２＝２／３，ｙ１＝（ｄ１－∑
６

ｉ＝２
ｒｉｙｉ）／ｌ１＝０．

烅
烄

烆

第三步：解方程组：

１
ｔ２ １
ｔ３ ｓ３ １
ｔ４ ｓ４ １
ｔ５ ｓ５ １
ｔ６ ｓ６ １

烄

烆

烌

烎

ｘ１
ｘ２
ｘ３
ｘ４
ｘ５
ｘ６

烄

烆

烌

烎

＝

ｙ１
ｙ２
ｙ３
ｙ４
ｙ５ｙ６

烄

烆

烌

烎

．

得其解为：

ｘ１＝ｙ１＝０，

ｘ２＝ｙ２－ｔ２ｘ１＝２／３，

ｘ３＝ｙ３－ｔ３ｘ１－ｓ３ｘ２＝－１／３，

ｘ４＝ｙ４－ｔ４ｘ１－ｓ４ｘ３＝１，

ｘ５＝ｙ５－ｔ５ｘ１－ｓ５ｘ４＝－２／３，

ｘ６＝ｙ６－ｔ６ｘ１－ｓ６ｘ５＝－４／３　．

烅

烄

烆

４　 结 论

本文根据箭形矩阵的结构特点，利用矩阵分解技术，给出了求解箭形线性方程组的一类追赶法，并对
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该方法的运算量进行分析．用此类追赶法求解箭形线性方程组的运算量是线性量级．数值试验表明，该算
法是有效可行的．本文中的算法适用于系数矩阵Ａ 严格对角占优的情形，此时系数矩阵Ａ 为非奇异矩阵，
且Ａ 的各阶顺序主子式均不等于零．从而方程组（１）存在唯一解，且追赶法中的分解式（２）存在且唯一．若
系数矩阵仅为对角占优，则方程组无解或有无穷解，此时可以考虑对方程组进行预处理，再应用本文的算
法．相应的预处理矩阵有待进一步研究．
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